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序

《复变函数与积分变换复习资料》（以下简称“本资料”）是基于高等教育出版社，王绵森

主编的《复变函数（第二版）》与高等教育出版社出版，张元林主编的《工程数学-积分变换

（第六版）》的知识内容与体系，针对西安交通大学《复变函数与积分变换》课程（以下简称

“复变”）及其期末考试，由钱学组与越杰学组联合编写的复习资料。

复变函数与积分变换在工科的学习与实践中具有举足轻重的地位，它的作用主要体现在

三个层面：

简化计算：将复杂的微分方程、积分方程转化为代数方程（如拉普拉斯变换），大幅降

低工程问题的求解难度。

精准建模：直接描述具有“幅值 +相位”双重属性的物理量（如交流电、机械振动），比

实变函数更贴合工程实际。

数学基础：为机、电类不同分支（如机械振动、电磁场、信号处理）提供统一的数学分

析框架，是学习后续专业课程，如信号与系统的基础。

基于复变课程的重要性，为帮助广大同学学习与复习复变课程，钱院学辅、钱学组与越

杰学组组织同学们编写了本资料。

本资料共分为两个部分，七个章节，分别对应《复变函数》在复变课程教学实践中所教

授的五章，《工程数学-积分变换》的两章。第一部分复变函数中，第 1章由越杰 2401顾博文

编写，第 2、3章由电气钱 2401高孜卓编写，第 4、5章由电气钱 2401陈梓瑄，由高孜卓统
稿；第二部分积分变换中，第 6章由自动化钱 2401石骥弘编写，第 7章由越杰 2401宋颖佳

编写，由石骥弘统稿。整体由自动化钱 2401张云泽审核。

本资料的定位是服务于最广大同学复变课程的复习与期末备考。在编写思路上，本资料

每一章都由主要内容、考点解析、习题或习题补充三节构成。主要内容是对本章内容的高度

概括与凝练，涉及各章节的概念的定义、定理及其推论等内容，可以作为学习时的笔记或复

习时的参考；考点解析是依据西安交通大学复变课程的往年真题，对本章节常考的知识点与

题型作以总结归纳，给出各题型的解题方法与例题；习题补充是依据本章节的课后习题与辅

导资料，补充一些重要的知识点或结论用以拓展，需要注意的是，习题补充的部分一般不在

考试的范围内，为选看内容。

对不同程度的同学，本资料有不同的使用建议。本资料的核心与特色是考点解析，是直指

期末考试的应试备考内容，目的明确，所有同学都可以从中获益：大部分同学可以沿着解析

中对不同题型的分类与给出的做题方法掌握期末考试中同类型的大部分题目，逐点击破，最



后拿下期末试卷；对于程度较好的同学，该部分可以作为参考。主要内容部分的作用是用于

知识点的查缺补漏或速查，由于表述凝练，该部分适用于阅读过一遍课本而需要对知识点进

行归纳的同学，不适于对知识点尚未形成基本理解的同学。习题补充部分是从课本的课后习

题与辅导书选择一些内容用于拓展，学有余力的同学可以关注该部分，但由于本资料的定位，

该部分不是本资料的重心。备考时，建议以主要内容与考点解析部分为重心。

由于编者能力有限，本资料中难免有纰漏，如果有任何问题或建议，还请谅解并与我们

取得联系1，进行修改。

最后，预祝大家期末考试顺利！

《复变函数与积分变换复习资料》编写小组

2025年 10月

1错误反馈渠道：technicolor@stu.xjtu.edu.cn

ii

technicolor@stu.xjtu.edu.cn
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第一部分

复变函数



第 1章 复数与复变函数

1.1 主要内容

1.1.1 复数及其代数运算

1. 复数的概念

定义 1.1 (复数)

♣

对于任意的两个实数 x, y,我们称 z = x+ iy为复数,i是复数单位,满足 i2 = −1;其

中 x, y分别称为 z的
::::
实部和

:::::
虚部,记作

x = Re(z), y = Im(z).

其中,实部和虚部均是实数.当 x = 0, y 6= 0时,z是纯虚数.

我们把实部相同而虚部绝对值相等符号相反的两个复数称为
::::::::::
共轭复数,与复数 z =

x+ iy共轭的复数记作 z = x− iy

两个一般的复数是不能比较大小的.

2. 复数的代数运算

定义 1.2 (复数的运算)

♣

两个复数 z1 = x1 + iy1和 z2 = x2 + iy2的四则运算定义如下:

(x1 + iy1)± (x2 + iy2) = (x1 ± x2) + i(y1 ± y2). (1.1)

(x1 + iy1)(x2 + iy2) = (x1x2 − y1y2) + i(x1y2 + x2y1). (1.2)

我们称满足

z2z = z1(z2 6= 0)

的复数 z是 z1与 z2的商,记作 z =
z1
z2

.则有

z =
z1
z2

=
x1x2 + y1y2
x22 + y22

+ i
x2y1 − x1y2
x22 + y22

. (1.3)



1.1 主要内容

复数的运算满足
:::::::
交换律、

::::::::
结合律、

:::::::
分配律.

共轭复数的运算性质:

1) z1 ± z2 = z1 ± z2, z1z2 = z1 · z2,
Å
z1
z2

ã
=
z1
z2
.

2) zz = [Re(z)]2 + [Im(z)]2.

3) z + z = 2Re(z), z − z = 2iIm(z).

1.1.2 复数的几何表示

x

y

θ

O

z = x+ iy

|z| =
r

(a)

x

y

O

z1

z1 + z2

z1 − z2

z2

(b)

1. 复平面

定义 1.3 (复数的模)

♣

取一个平面直角坐标系,将 x轴称为实轴,将 y 轴称为虚轴,就得到了一个复平面,

其上的每一个点 (x, y)或者 (x, y)向量都与一个复数 z = x + iy 一一对应,向量的

长度称为 z的模,记作

|z| = r =
√
x2 + y2.

关于模,我们有一个常用的等式:

zz = |z|2 = |z2|. (1.4)

2. 辐角

如上图 (a)所示, θ就是 z的一个辐角.

进一步的,

3



1.1 主要内容

定义 1.4 (辐角)

♣

任何以 z的向量为终边的角的弧度数 θ称为 z的辐角,记作

Argz = θ,

tan(Argz) =
y

x
.

显然辐角有无数个. 我们把满足 −π < θ0 ⩽ π 的 θ0 称为 Argz 的主值, 记作 θ0 =

arg z.即:

Argz = arg z + 2kπ(k ∈ Z).

注 z = 0没有对应的辐角,辐角对其是无意义的,正如零向量没有确定的方向.

辐角主值 arg z(z 6= 0)可以由 arctan
y

x
按下列关系确定:

arg z =



arctan
y

x
, (x > 0)

±π
2
, (x = 0, y 6= 0)

arctan
y

x
± π, (x < 0, y 6= 0)

π, (x < 0, y = 0)

(1.5)

其中 −π
2
< arctan

y

x
<
π

2
.

3. 三角不等式

既然平面向量中有三角不等式,复数也会有三角不等式.如上图 (b)所示,有

|z1 + z2| ⩽ |z1|+ |z2|, (1.6)

||z1| − |z2|| ⩽ |z1 − z2|. (1.7)

更进一步的,有 ∣∣∣∣∣
n∑

i=1

zi

∣∣∣∣∣ ⩽
n∑

i=1

|zi| (1.8)

4. 复数的三角表示式和指数表示式

直角坐标转换成极坐标,有

x = r cos θ, y = r sin θ,

z = r(cos θ + i sin θ) (1.9)

4



1.1 主要内容

由欧拉 (Euler)公式 eiθ = cos θ + i sin θ可知:

z = reiθ (1.10)

5. 复球面

复球面又被称为 Riemann球面.复球面的引入主要是要解决∞的问题.在前述的复平面

中只能表示有限的复数,而不能直观理解复数中的“无穷大”.通过复平面的引入,我们

可以很好的解决这个问题.

定义 1.5 (复球面)
取一个与复平面切于原点 z = 0的球面,球面上的南极点 S 与原点重合.通过 S 作

垂直于复平面的轴与球面相交于北极点 N . 对于复平面上除了 z = 0 以外的任意

数, 都可以通过球面上异于 N 的一个点 P 通过将直线 NP 和复平面的交点得到,

且球面上的点和复平面上的点一一对应.

N

S
O

x

y

z

P

z

可以直观地看到,当点 P无限接近于北极点 N 的时候,对应的复数 z的模长无限变

大.为了保持一一对应的特性,我们规定复平面上有一个唯一的“无穷远点”与复

球面的北极点对应.并且记作∞.

包括无穷远点在内的复平面称为
:::::::::::::::::::::::::::
扩充复平面 C ′ = C ∪ {∞}.不包括无穷远点∞的

复平面称为
::::::::::
有限平面

注对于无穷远点∞,实部、虚部、辐角的概念均无任何意义.对于它的模长,则规

定 |∞| = +∞.

关于涉及∞的四则运算有如下规定:

(a). 加法:a+∞ = ∞+ a = ∞(a 6= ∞).

(b). 减法:a−∞ = ∞− a = ∞(a 6= ∞).

(c). 乘法:a · ∞ = ∞ · a = ∞(a 6= 0).

(d). 除法:
a

∞
= 0,

∞
a

= 0(a 6= ∞),
a

0
= ∞(a 6= 0).
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1.1 主要内容

♣
(e).

∞
∞
,∞±∞, 0 · ∞无意义.

1.1.3 复数的乘幂与方根

1. 乘积与商

定理 1.1 (复数乘积定理)

♥

两个复数乘积的模等于它们模的乘积,两个复数乘积的辐角等于它们辐角的和.

|z1z2| = |z1||z2|, Arg(z1z2) = Argz1 +Argz2. (1.11)

注复数的乘积此时却不同于向量的点乘或者叉乘,有着其特殊的几何意义.对于一

个复数 z1,如果将其乘以一个复数 z2,在复平面上看等效于将原向量拉伸 |z2|倍,然

后将其逆时针旋转 θ2角度.

由于辐角具有多值性,所以等式两端是由无穷多个数构成的两个集合.等式两

端相等的含义是两端取的可能值的全体是一样的.

如果采用指数表示式,该定理的“模长相乘,辐角相加”的含义会更加清楚.

z1 = r1e
iθ1 , z2 = r2e

iθ2

z1z2 = r1r2e
i(θ1+θ2) (1.12)

定理 1.2 (复数商定理)

♥

两个复数商的模等于它们模的商,两个复数商的辐角等于它们辐角的差.∣∣∣∣z2z1
∣∣∣∣ = |z2|

|z1|
, Arg

Å
z2
z1

ã
= Argz2 − Argz1. (1.13)

2. 幂与根

定义 1.6 (复数的幂)
n个相同复数 z的乘积称为

::::::::::::
z的 n次幂,即:

zn = z · z · z · · · z︸ ︷︷ ︸
n个

= rn(cosnθ + i sinnθ).

当 z 的值不等于 0时,会有 n个不同的 w值与它对应. 满足方程 wn = z(其中 z已

知)的 w称为
::::::::::::
z的 n次根 n

√
z.

注在几何上, n
√
z 的 n个值就是以原点为中心, n

√
r为半径的圆的内接正 n边形的 n

6



1.1 主要内容

♣

个顶点. 下面的图直观地展示了方程 wn = z的解的情况.

5
√
2

x

y

O
w0

w1

w2

w3

w4

w5 = 2

(a). 负整数幂的定义:

z−n =
1

zn

(b). z0 = 1

(c). 当 |z| = r = 1时即为棣莫弗 (De Moivre)公式:

(cos θ + i sin θ)n = cosnθ + i sinnθ. (1.14)

(d). 对于方程 wn = z,设出 w对照求解即有:

w = r
1
n

Å
cos

θ + 2kπ

n
+ i sin

θ + 2kπ

n

ã
,其中k = 0, 1, 2, 3, · · · , n− 1.

成为复数 z的 n次根.

1.1.4 区域

对于本章节剩下的部分将通过对比高等数学中对应的平行概念的方式复习, 以此加深印

象.

1. 区域的概念

对于复变函数,邻域、点集的内点、开集、闭集、区域、边界点、边界、闭区域、聚点、

导集、孤立点、闭包与高数里 R2 中的概念理解保持高度一致.复变函数是一元函数 (算

子仅作用在一个自变量上而非多个),但是由于自变量是复数,在这些定义上反而更加接

近二元函数,这便是复数的特殊之处.在这里我们简单地加以回顾这些概念.
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1.1 主要内容

定义 1.7 (区域及其相关概念)

♣

1) 设 z0 ∈ C, 则对 ∀δ > 0, 称集合 U(z0, δ) = {z ∈ C||z − z0| < δ}

是 z0 的:::::
邻域U(z0, δ), 集合 U(z0, δ) = {z ∈ C|0 < |z − z0| < δ} 是 z0

的
::::::::::
去心邻域U◦(z0, δ)

2) 设 G是一个平面点集,z0是其中任意一点,若存在 z0的一个邻域是 G的真子

集,那么称 z0 是 G的
:::::
内点.设 G中所有内点的组成的集合是 G的

:::::
内部G◦(显

然有 G◦ ⊆ G).

3) 若 G内的每个点都是内点,即 G◦ = G,则称 G是
::::
开集.

4) 若 G是开集,那么把 Gc称为
:::::
闭集.

5) 设 G ⊂ C,如果 G中的任意两个点M,N 可以用完全属于 G的有限个线段连

接起来,那么就说
::::::::::::
G是连通的.

6) 如果 G是非空的连通开集,那么称 G是一个
:::::
区域.

7) 若 ∃M > 0使得区域 G的每个点 z都满足 |z| < M ,那么称
:::::::::::::::::
区域 G是有界的,

反之则是
:::::::
无界的.

8) 如果有一点 z0对于任意的 δ > 0,U(z0, δ)中既有G中的点也有Gc中的点,那

么 z0就是 G的
:::::::
边界点.G的所有边界点组成的集合为边界 ∂G.

9) 称 H = G ∪ ∂G是
:::::::
闭区域或者

:::::
闭域.

10) 若对任意 δ > 0, 在去心邻域 U◦(z0, δ) 中总有 G 中的点, 则称 z0 是 G 的一

个
:::::
聚点.G所有聚点组成的集合称为 G的

:::::
导集G′.

11) 若 z ∈ G且 z /∈ G′,则称该点 z是
:::::::
孤立点.

12) 称 G = G ∪G′是
:::::
闭包.

注 限于篇幅, 关于这些概念的理解、相关性质和定理我们将在本章第三节详细论

述.

� 练习 1.1读者不妨尝试一下利用复球面理解:若 G : |z| < 1,那么 Gc是闭集.

下面补充一些常见的区域.

(a). 带型域

常见的带型域如下所示:
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1.1 主要内容

x

y

O

b

a

a < Im(z) < b

x

y

O

ba

a ≤ Re(z) ≤ b

(b). 角形域

常见的角形域如下所示:

θ
x

y

O

0 ≤ arg z ≤ θ

x

y

O

0 ≤ arg z ≤ π
(Im(z) ≥ 0)

(c). 圆域和圆环域

x

y

O 1

i |z| < 1

x

y

R

O

a

|z − a| ≤ R

x

y

a

b

O

a ≤ |z| ≤ b
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1.1 主要内容

2. 单连通域和多连通域

我们先来看一看在学习 Green公式的时候,我们接触到的单连通域和多连通域的概念.

定义 1.8 (平面区域上的单连通域与多连通域)

♣

若平面区域 (σ)内任意一条闭曲线的内部全部属于 (σ),或者说 (σ)内任意一条闭

曲线均可在 (σ)内连续变形缩小成 (σ)内的一个点,则称 (σ)是一个单连通域；否

则称为多连通域.

注可以简单理解成,区域内有“洞”或者”奇点”的就是多连通域.

实际上在复变函数中,我们仅仅补充了这条定义:在这里需要阐明“闭曲线”指的是简单

闭曲线.

如果 x(t)和 y(t)是两个连续的实变函数,那么方程组x = x(t),

y = y(t),

t ∈ [a, b]

代表一条平面连续曲线.从而可以用方程

z = z(t) = x(t) + iy(t), t ∈ [a, b]. (1.15)

来表示这条曲线,其中曲线的起点和终点分别是 z(a)和 z(b).

对一条连续曲线 C : z = z(t)(a ⩽ t ⩽ b)来说,若对任意 a ⩽ t1 ⩽ b, a ⩽ t2 ⩽ b,当 t1 = t2

时均有 z(t1) = z(t2),那么称该曲线 C 是一条
::::::::::
简单曲线.若在此基础上 z(a) = z(b),则 C

是简单闭曲线.

有了上面的说明之后,我们可以对复变函数中的单连通域和多连通域进行定义.

定义 1.9 (复平面区域上的单连通域与多连通域)

♣

复平面上的一个连通域 B, 如果在其中任意作一条简单闭曲线而曲线内部总是属

于 B 的,那么区域 B 就是单连通域;反之,则是多连通域.

1.1.5 复变函数

1. 复变函数的定义

10



1.1 主要内容

定义 1.10 (复变函数)

♣

设G是一些复数 z = x+ iy的集合.如果有一个确定的法则存在,按照这一法则,对

于集合 G中的每一个复数 z,就有一个或者
::::
几个复数 w = u + iv 与之对应,那么称

复变数 w是复变数 z的函数 (简称复变函数),记作

w = f(z).

其中集合G称为函数的定义集合,对应于G中所有 z的一切 w值组成的集合H称

为函数值集合.如果 z的一个值只对应 w 的一个值,那么 f(z)是单值函数.如果 z

的一个值对应着 w的两个或两个以上的值,那么 f(z)是
:::::::::
多值函数.

如果设 z = x+ iy, w = u+ iv,那么单值函数 w = f(z)等价于两个二元实变函数:

u = u(x, y), v = v(x, y).

2. 映射的概念

定义 1.11 (映射)

♣

如果用 z 平面上的点表示自变量 z 的值,而用另一个 w 平面上的点表示函数 w 的

值,那么函数 w = f(z)就可以看作是把 z平面上的一个点集 G变换到 w平面上的

一个点集 G∗的
:::::
映射.其中,w称为 z的像,而 z称为 w的原像.

::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::
一个复变函数反映了两对变量 u, v和 x, y之间的对应关系.这里有两种直观理解方式:

1) 点对点的对应:w平面内的点 (u, v)是由 z平面中的点 (x, y)映射 (变换)而来.

w

z

x

y

u

v w = az(a > 1)

2) 平面内的变换,例如下面的图中所展示的
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1.1 主要内容

x

y

O 1

i
z 7→ w = 1/z

u

v

O 1

i

x

y

O

B

A

D

C1C2

z 7→ w =
z − i

z + i

u

v

B′

C ′
1

C ′
2

A′

由这种定义可以理解,多值函数是有意义的.

3. 反函数

定义 1.12 (反函数)

♣

对于复变函数 w = f(z)来说,设定义集合为 G,函数值集合为 H ,那么 H 中的每

一个点 w 必将对应着 G 中的一个或几个点. 设这种对应关系为 z = φ(w), 那么

z = φ(w)是函数 w = f(z)的反函数 (或者逆映射).如果一个复变函数和它的反函

数都是单值的,那么就说 G和 H 是一一对应的.

1.1.6 复变函数的极限和连续性

1. 复变函数的极限和连续性

复变函数的极限、连续性的定义完全与二元实变函数基本一致.

定义 1.13 (复变函数的计算)
设函数w = f(z)在 z0的去心邻域U◦(z0, ρ)内.如果存在一个确定的数A ∈ C,对于

任意的 ϵ > 0,一定存在一个 δ(ϵ)(0 < δ ⩽ ρ)使得当 z ∈ U◦(z0, ρ)时有 |f(z)−A| <

ϵ,那么就说 A是 f(z)在 z趋向于 z0时的:::::
极限,记作 lim

z→z0
f(z) = A.

12



1.2 考点解析

♣注和多元函数中的情况一样,z趋向于 z0的方式是任意的.

定义 1.14 (复变函数的连续)

♣

如果 lim
z→z0

f(z) = f(z0),那么就说 f(z)在 z0处连续.

如果 f(z)在区域 D内处处连续,就说 f(z)在 D内连续.

定理 1.3 (复变函数极限与连续的性质)

♥

1) 复变函数极限存在的充要条件

lim
z→z0

f(z) = A ⇐⇒ lim
x→x0
y→y0

u(x, y) = u且 lim
x→x0
y→y0

v(x, y) = v

2) 极限的有理运算法则

如果 lim
z→z0

f(z) = A, lim
z→z0

g(z) = B,则有:

(a). lim
z→z0

[f(z)± g(z)] = lim
z→z0

f(z)± lim
z→z0

g(z);

(b). lim
z→z0

f(z)g(z) = AB;

(c). lim
z→z0

f(z)

g(z)
=
A

B
(B 6= 0).

3) 复变函数连续的充要条件

lim
z→z0

f(z) = f(z0) ⇐⇒ lim
x→x0
y→y0

u(x, y) = u(x0, y0)且 lim
x→x0
y→y0

v(x, y) = v(x0, y0)

4) 四则运算 (相除时分母不为 0)和复合嵌套不会改变连续性.

1.2 考点解析

总体来说, 直接考察第一章知识的题目并不多见, 主要出现范围是填空题 (往往是第一题

的位置),主要考察内容是复数的表示法和运算以及复变函数映射,且常常将知识点融合考察.

1.2.1 复数的表示法和运算

方法分析

这类题型主要分为以下几个类别:

1) 以复数指数形式进行幂运算.

通过把复数转化为指数形式,结合幂运算法则 (reiθ)n = rneinθ可以有效求解.解题步骤一

般是求出模长和辐角→按照幂运算法则进行运算.

2) 复数的辐角主值求解.

一般做法是,先将给定复数利用三角恒等式等化为三角形式 r(cos θ+ i sin θ),再根据辐角
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1.2 考点解析

主值和 arctan
y

x
的关系 (1.5) 推导出辐角主值, 最后根据题目所给的角的取值范围验证

是否处于 (−π, π]；或者也可画图验证,更不易出错.

3) 复方程求解

解题关键是,将题给方程转化成我们熟悉的形式 wn = z(一般而言是一定能转化成这个

形式的),然后求解 wn = z即可.

总的来说, 就是将复数的几大形式的变化和复数的运算法则结合考察. 此外, 请读者格外注意

这里可能涉及到的三角恒等变换的一些内容,务必熟练掌握.

真题演练

例题 1.1 (2017年 A卷/2018年 A卷) (
√
3− i)5的指数表示式是 32e−i 5π

6

解考察复数的幂运算以及指数表示法.

z =
√
3−i,则 |z| = 2, arg z = arctan

Ç
−
√
3

3

å
= −π

6
.所以 (

√
3−i)5 = [2ei(−

π
6
)]5 = 32e−i 5π

6 .

例题 1.2 (2018年 A卷/2019年 A卷)
Å

1 + eiθ

1 + e−iθ

ãn
= einθ

解此题有两种方法看待.

方法一：几何理解

1

1
1 + eiθ

1 + e−iθ

α

O
α

α

由图容易知道,|1 + eiθ| = |1 + e−iθ|, θ = 2α,故
Å

1 + eiθ

1 + e−iθ

ãn
= (eiθ)n = einθ.

方法二：代数理解Å
1 + eiθ

1 + e−iθ

ãn
=

ï
eiθ(1 + e−iθ)

1 + e−iθ

òn
= einθ.
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1.2 考点解析

� 练习 1.2 (2023年 A卷/2024年 A卷)
Ç

1 + e
π
6
i

1 + e−
π
6
i

å3

= .

� 练习 1.3 (2023年 A卷/2024年 A卷)复数 1− cosα + i sinα(0 < α < π)的辐角主值是 ( ).

A.
α

2

B.
π − α

2
C. α

D. π − α

� 练习 1.4 (2018年 A卷/2019年 A卷) (1 + cosα + i sinα)n的指数形式是 .

例题 1.3 (2018年 A卷/2019年 A卷)方程 (1 + z)5 = (1− z)5的解为 i tan
kπ

5
(k ∈ Z).

解

先将原方程转化为我们熟悉的 wn = z的形式,即Å
1 + z

1− z

ã5

= 1.

也就是说,
1 + z

1− z
= ei

2kπ
5 (k = 0, 1, 2, 3, 4).

下面证明:
1 + i tan θ

1− i tan θ
= ei2θ.

1 + i tan θ

1− i tan θ
=

(1 + i tan θ)2

(1− i tan θ)(1 + i tan θ)

=
1− tan2 θ

1 + tan2 θ
+ i

2 tan θ

1 + tan2 θ

= cos 2θ + i sin 2θ

= ei2θ.

带入 z = i tan θ,此时 θ =
kπ

5
,即 z = i tan

kπ

5
.

1.2.2 复变函数的几何映射

方法分析

这部分内容的主要考察方式是, 给出某一个函数和映射, 求出像曲线方程的解析式. 常见

的映射有上文所展示的反演映射 w =
1

z
及其变体,幂映射 w = zn等.

解题步骤也是非常清晰的.大体上分两步:

1)将原像曲线转化为复数形式;
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1.3 习题补充

2)把转化好的复方程带入题给映射.

值得注意的是,考试中的映射一般是所谓的
:::::::::
共形映射或者

::::::::::
保角变换,他们有许多独特有趣

的性质,这一部分我们留在本章第三节以几个常见共形映射为例子进行非常简略的介绍,如果

需要进一步了解请参考《复变函数》教材第六章”共形映射”部分内容学习.

真题演练

例题 1.4 (2018年A卷/2019年A卷)曲线 x2+y2 = 4在映射w =
1

z
下的像曲线方程为 |w| = 1

2
.

解原曲线方程可表示为 |z| = 2.则由等式 (1.4)有 w =
1

z
=

z

|z|2
=

1

4
z,则 |w| = 1

4
|z| = 1

2
.

� 练习 1.5 (2018年A卷/2019年A卷)在 w = z3映射下,直线 z = (1+i)t的像曲线为 .

� 练习 1.6 (2015 年 A 卷/2016 年 A 卷) 对于映射 w =
i

z
, 圆周 x2 + (y − 1)2 = 1 的像曲线为

.

� 练习 1.7函数 w =
1

z
把下列 z平面上的曲线映射成 w平面上怎样的曲线?

1)y = x; 2)x = 1; 3)(x− 1)2 + y2 = 1.

1.2.3 复方程的几何表示

方法分析

考法是给定一个由复方程,对应求出复平面上表示的点集.

这种类型的题一般是非常直白的,带入 z = x+ iy化简整理即可.

真题演练

例题 1.5 (2020年 A卷/2021年 A卷)不等式 zz + iz − iz ⩽ −1在复平面上表示的点集为 (C)

A. {(x, y)|x2 + (y − 1)2 ⩽ 1}.

B. {(x, y)|x2 + (y − 1)2 ⩾ 1}.

C. {(0, 1)}.

D. 以上答案均不对.

解带入 z = x+iy,则有 zz+iz−iz = |z|2+i(z−z) = x2+y2−2y ⩽ −1,整理有 x2+(y−1)2 ⩽ 0,

满足条件的只有 {(0, 1)}.
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1.3 习题补充

1.3 习题补充

1. 复数的几何意义在几何问题中的应用

一些简单的几何关系可以用复数的形式简洁地表达出来.平面上最常见的线-线关系就是

平行与垂直.

首先是平行.如果两个复数对应的向量是平行的,这就意味着辐角主值相等,即

arg z1 = arg z2,

由 (1.13)可知,

arg

Å
z1
z2

ã
= 0,即Im

Å
z1
z2

ã
= 0,

这说明
z1

z2
是实数.进一步有:

z1z2 =

Å
z1
z2

ã
|z2|2

即 Im(z1z2) = 0.类似地,请读者尝试证明垂直 ⇐⇒ Re(z1z2) = 0.

� 练习 1.8如下图,AB = AC,PQ = RS,M 和 Q分别是 PR和 QS 的中点.尝试用复数的

几何意义证明: MN ⊥ BC.

A B

C

P Q

R

S

M
N

� 练习 1.9复平面上有两条直线:az + az = c,

bz + bz = d,

a, b ∈ C; a 6= 0, b 6= 0; c, d ∈ R

证明:两条直线互相垂直的充要条件是 Re
(
ab
)
= 0.

此外还有点-点关系.例如,三点共线,四点共圆等等.
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1.3 习题补充

� 练习 1.10证明下面的两条是三点 z1, z2, z3共线的充要条件: 1)Im
Å
z3 − z1
z2 − z1

ã
= 0. 2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
z1 z1 1

z2 z2 1

z3 z3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
0.

� 练习 1.11证明四点 z1, z2, z3, z4共圆的充要条件是 Im

Å
z1 − z3
z1 − z4

/z2 − z3
z2 − z4

ã
= 0.

还有一些对应常见的平面方程的复方程.例如:

(a). 圆的方程: zz + az + az + c = 0,其中 |a|2 > c, a ∈ C, c ∈ R

参数方程: z = z0 + cos θ + i sin θ

(b). 椭圆方程: |z − a|+ |z − b| = c,其中 a, b ∈ C, c ∈ R, c > |a− b|

参数方程: z = z0 + a cos θ + ib sin θ

(c). 双曲线方程: ||z − a| − |z − b|| = c,其中 a, b ∈ C, c ∈ R, c < |a− b|

参数方程: z = z0 + acht+ ibsht

2. 定义 (1.7)的拓展

关于这些概念的理解:

首先是最“基层”的定义:补集 Gc,内点 (内部 G◦),边界点 (边界 δG),外部 ((Gc)◦),聚点

(导集 G′),闭包 G.

有了这些基础定义之后,更上一级,有:开集 (G = G◦),闭集 (Gc 是开集,或者 G = G,或

者 G′ ⊂ G),这一级的特征是,需要基层定义之间满足某种关系形成定义.

最后一层是:区域 (连通开集),闭域 (区域加上边界).

此外还需要注意的是一些比较容易产生困惑的点.如 (下面的结论证明从略):

一个点集并非不是开集就是闭集.反例:单位圆面挖去 x轴上方的边界部分之后形

成的区域.

闭集与闭包的关系:

核心的差异点来自于, 闭集已经满足封闭性, 但是闭包是对任意集合的封闭化操作

后的集合.正因如此,一个集合的闭包一定是闭集 (而且是包含原集合最小闭集),而

闭集的闭包就是自己.

导集与边界的关系:

导集有可能和边界完全一致,例如当G = Q时,δG = G′ = R.但是一般情况下,这是

不成立的.例如 G : |z| < 1,以及 G = (0, 1) ∪ {2}的情形.

认为 δG ⊆ G′也是有问题的,例如 G = {0}时是不成立的 (此时 G′ = ∅).然而可以

肯定的是,δG ⊆ G′ ∪ (Gc)′.
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1.3 习题补充

此外二者还有一个显著的不同点:G′ 永远不会包含孤立点, 但是 δG 可能包含孤立

点.

3. 共形映射简介

受限篇幅,我们不作任何推导工作,仅简要介绍概念性的内容和相关性质.

定义 1.15 (转动角)

♣

若在特定区域内存在一个解析函数 w = f(z)且在一条曲线 C 上的特定点 z0 处的

导数 f ′(z0) 6= 0,则我们称辐角 Argf ′(z0)是曲线 C 经过该映射在 z0处的:::::::
转动角.

x

y

u

v

C

z0 w = f(z)

θ

O O

由上面的定义可以知道,一旦映射给定,转动角的大小与方向和曲线 C 的形状和方向无

关,也就是说具有
:::::::::::::::::
转动角的不变性.由此,更进一步我们可以得到保角定理.

定理 1.4 (保角性)

♥

设特定区域内有任意两条曲线 C1和 C2相交于点 z0且在 z0处具有一个夹角,则在

如上所述的映射 w = f(z)下对应曲线 Γ1 和 Γ2 的对应交点 w0 处的夹角大小和方

向均不变.

此外还有伸缩率的概念,简单理解就是对任意曲线在某一点处的一小段弧放大缩小的倍

率.

定义 1.16 (伸缩率)

♣

若在特定区域内存在一个解析函数 w = f(z)且在一条曲线 C 上的特定点 z0 处的

导数 f ′(z0) 6= 0,则我们称 |f ′(z0)|是曲线 C 经过该映射在 z0处的::::::::
伸缩率.

类似保角性的道理,我们又有下面的定理:

定理 1.5 (伸缩率不变性)

♥

通过特定区域某一点 z0 处的任何一条曲线的伸缩率在映射 w = f(z)下均保持不

变.
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1.3 习题补充

有了上述定义和定理的支撑,我们可以给出共形映射的概念和相关定理.

定义 1.17

♣

设函数 w = f(z)在 z0 的邻域内有定义,且在 z0 具有保角性和伸缩率的不变性,那

么称映射 w = f(z)在 z0 处是共形的.如果 w = f(z)在一个区域 D中的每一个点

都是共形的,那么称 w = f(z)是
:::::::::::::::::::::::
区域 D内的共形映射.

定理 1.6 (共形映射充要条件)

♥

如果函数 w = f(z) 在 z0 处解析, 且 f ′(z0) 6= 0, 则映射在 z0 处是共形的. 如果

w = f(z)在一个区域 D中处处解析,则 w = f(z)是区域 D内的共形映射.

一类很重要的共形映射是
:::::::::::::::
分式线性映射或者

::::::::::::
双线性映射、

::::::::::::::
莫比乌斯映射,也就是形如:

w =
az + b

cz + d
(ad− bc 6= 0)

的映射.

当我们取 a = 0, b = 1, c = 1, d = 0时,就是很经典的反演映射 w =
1

z
.实际上,反演映射

不仅是分式线性映射的一个特例,也可以看成其中的一个组成部分.

那么,分式线性映射具有哪些性质呢?

实际上, 分式线性映射可以拆解为三个基本子映射并分别研究它们的性质. 这三个映射

分别是:

1)w = z + b; 2)w = az; 3)w =
1

z
.

较为容易理解的是 w = z + b和 w = az,这两个映射分别是平移映射和旋转伸缩映射.

下面我们来重点探讨 w =
1

z
.

不妨令 z = reiθ,那么有

w =
1

z
=

1

reiθ
=

1

r
ei(−θ) (r 6= 0)

从几何直观理解大概是下图所示的情景.

20



1.3 习题补充

x

y

O 1

i R = 0.625 z 7→ w = 1/z
R′ = 1.6

u

v

O

容易理解,w =
1

z
具有

:::::::
保圆性,也就是是会把圆周映射成圆周 (此处要求原像圆不经

过原点,或者圆周理解为扩充复平面上的圆周).

读者可以用 1.2.2节中的题目简单验证这些性质.
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第 2章 解析函数

2.1 主要内容

2.1.1 复变函数的导数

1. 导数的定义

定义 2.1 (复变函数的导数)

♣

1) 函数在一点可导的定义

f ′(z0) =
dw

dz

∣∣∣∣
z=z0

= lim
∆→z0

f(z0 +∆z)− f(z0)

∆z
(2.1)

注
:::::::::::::::::::::::::
∆z → 0的方式是任意的.

由定义可知，沿着任意一个路径趋于 0的极限不存在，或任意两个或多个路

径趋于 0的极限不同，则意味着不可导和导数不存在.

2) 函数在区域 D内可导⇔函数在区域 D内可导.

2. 可导与连续

::::::::::::::::::::::::::::::::
可导必连续，连续不一定可导.

3. 求导法则

复变函数的求导法则与实变函数在形式上完全一致.

1) (c)′ = 0，其中 c为复常数.

2) (zn)′ = nzn−1，其中 n为正整数.

3) [f(z)± g(z)]′ = f ′(z)± g′(z).

4) [f(z)g(z)]′ = f ′(z)g(z) + f(z)g′(z).

5)
ï
f(z)

g(z)

ò′
=

1

g2(z)
[g(z)f ′(z)− f(z)g′(z)]，其中 g(z) 6= 0.

6) {f [g(z)]}′ = f ′(w)g′(z)，其中 w = g(z).

7) f ′(z) =
1

φ′(w)
，其中 w = f(z) 与 z = φ(w) 是两个互为反函数的单值函数，且

φ′(w) 6= 0.

4. 微分

函数 w = f(z)在 z0可导与在 z0可微是等价的.

函数 f(z)在区域 D内处处可微⇔函数 f(z)在 D内可微.



2.1 主要内容

2.1.2 解析函数的概念及其判据

1. 解析函数的定义

定义 2.2 (解析函数)

♣

1) 函数 f(z)在 z0解析⇔函数 f(z)
:::::::::::::::::::::::::::::::
在 z0及 z0的邻域内处处可导

2) 函数 f(z) 在 D 内解析, 或称函数 f(z) 是 D 内的一

个
::::::::::
解析函数(

:::::::::
全纯函数或

:::::::::
正则函数) 的充要条件是函数 f(z) 在区域 D 内

每一点解析

3) 如果 f(z)在 z0 :::::::
不解析,那么称 z0为函数 f(z)的

:::::
奇点.

注

1) 函数在一点处解析与一点处可导是两个
:::::::::
不等价的概念.

2) 函数
:::::::::::::::::::
函数在区域内解析与

:::::::::::::::
在区域内可导是

:::::::
等价的.

2. 解析函数的运算

定理 2.1 (解析函数的运算)

♥

1) 在 D内解析的两个函数 f(z)与 g(z)的
::::::::::::::::::::::::::::::::::::::
和、差、积、商 (除去分母为零的点)

:::::::::::::
在 D内解析.

2) 函数 h = g(z) 在 z 平面上的区域 D 内解析, 函数 w = f(h) 在 h 平面

上的区域 G 内解析. 对 D 内的每一个点 z, 函数 g(z) 的对应值 h 都属于

G⇒
:::::::::::::::::::::::::::::::::::
复合函数 w = f [g(z)]在 D内解析.

区域 D 区域 G

z平面 h平面

h = g(z)

w平面

w = f(h)

w = f [g(z)]在 D内解析

3. 函数可导的充要条件

定理 2.2 (函数在一点可导的充要条件)
区域 D上的函数 f(z) = u(x, y) + iv(x, y)在点 z = x+ iy ∈ D可导的

::::::::::
充要条件是:

1) u(x, y)与 v(x, y)在点 (x, y)
::::
可微.
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2.1 主要内容

♥

2) u(x, y)与 v(x, y)在点 (x, y)
:::::::::::::::::::::::::::::::::::::::
满足柯西-黎曼 (Cauchy-Riemann)方程
∂u

∂x
=
∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −∂v

∂x
(2.2)

函数 f(x, y) = u(x, y) + iv(x, y)在点 z = x+ iy的导数公式：

f ′(z) =
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x
=

1

i

∂u

∂y
+
∂v

∂y
(2.3)

4. 函数解析的充要条件

定理 2.3 (函数在区域解析的充要条件)

♥

函数 f(x, y) = u(x, y) + iv(x, y)在其区域 D内
:::::
解析的

::::::::::
充要条件是：

1) u(x, y)与 v(x, y)在 D内
::::
可微.

2) u(x, y)与 v(x, y)在 D内
:::::::::::::::::::::::::
满足柯西-黎曼方程 (2.2)

函数 f(z) = u+ iv是解析函数且 f ′(z) 6= 0 ⇒曲线族 u(x, y) = c1和 v(x, y) = c2是相互

正交的.

2.1.3 初等函数

1. 指数函数

(a). 定义

称

exp z = ex(cos y + i sin y) (2.4)

为复变数 z的
::::::::::
指数函数.这等价于| exp z| = ex

Arg(exp z) = y + 2kπ (k ∈ Z)
(2.5)

它满足以下的性质:

1) f(z)在复平面内处处解析.

2) f ′(z) = f(z).

3) 当 Im(z) = 0时，f(z) = ex，其中 x = Re(z).

注 exp z也可以写作 ez，但此时 ez 不具有幂的含义，只是代替 exp的记号.

(b). 性质

1) 加法定理
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2.1 主要内容

即

exp z1 · exp z2 = exp(z1 + z2) (2.6)

2) 周期性

由加法定律 (2.6)可得，
:::::::::::::::::::::::::::::::
exp z是以 2kπi为周期的函数，即

ez+2kπi = ez · e2kπi = ez

2. 对数函数

(a). 定义

Lnz = ln |z|+ iArgz (2.7)

注在复变函数中，
:::::::::::::::::::::::::::::
负数无对数的结论不再成立.

(b). 性质

1) 多值性

Lnz：由于 Argz 为多值函数，所以对数函数 w = Lnz 为
::::::::::
多值函数，并且每两

个值相差 2πi的整数倍.

::::::::::::
Lnz的主值：式 (2.7)中的 Argz取主值 arg z，记为 ln z，则

ln z = ln |z|+ i arg z (2.8)

::::::::::::
Lnz的分支：Lnz的其余各值可以利用 ln z表示为：

Lnz = ln z + 2kπi (k = ±1,±2, · · · ) (2.9)

对于每一个固定的 k，式2.9表示一个单值函数，成为 Lnz的一个
::::
分支.

2) 运算性质

Ln(z1z2) = Lnz1 + Lnz2

Ln
z1
z2

= Lnz1 − Lnz2

注 Lnzn = nLnz与 Ln n
√
z =

1

n
Lnz

::::::::::
不再成立,证明见 2.2.4；

3)
:::::::
解析性

Lnz的各个分支在
:::::::::::::::::::
除去原点及负实轴的平面内解析，并且

:::::::::
导数均为

d ln z

dz
=

1

z
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2.1 主要内容

3. 乘幂与幂函数

(a). 定义

ab = ebLna (2.10)

(b). 值性

1) b为整数

::::::::::::::::::::::::::::::::::
当 b为整数时，ab具有单一的值.

2) b为有理数

设 b =
p

q
，由于

ab = e
p
q
Lna

= e
p
q
(ln a+2kπi)

故
:::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::
当 b = p

q
（p和 q为互素的整数，q > 0）为有理数时，ab具有 q个值，即当 k =

0, 1, · · · , (q − 1)时所对应的值.

3) b为无理数或复数

:::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::
当 b为无理数或复数时，ab有无穷多值.

(c). 解析性

1) zn（n为正整数）在
::::::::::
复平面内是

:::::::::::::::
单值解析函数.

2) zb 在 b =
p

q
为有理数时是

::::::::::::::::::::::::::
具有 q个分支的多值函数，在 b 为无理数或复数时

是
:::::::::::::::
无穷多值函数.它们的各个分支都在

:::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::
除去原点和负实轴的复平面的是解析的，

并且 (zb)′ = bzb−1.

4. 三角函数

(a). 定义

cos z =
eiz + e−iz

2
, sin z =

eiz − e−iz

2i
(2.11)

1) 欧拉公式：

由定义可知，欧拉公式

eiz = cos z + i sin z (2.12)

对于一般的复数仍然成立.

2) 值域：

|sin z| ≤ 1和 |cos z| ≤ 1在复数范围内不再成立.

(b). 性质
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2.1 主要内容

1) 周期性

cos z与 sin z都是以 2π为周期的函数.

2) 奇偶性

cos z为偶函数 (cos(−z) = cos z)，而 sin z为奇函数 (sin(−z) = − sin z).

3) 导数 (cos z)′ = − sin z (sin z)′ = cos z

4) 解析性

在复平面内解析.

5) 正弦余弦的公式


cos(z1 + z2) = cos z1 cos z2 − sin z1 sin z2,

sin(z1 + z2) = sin z1 cos z2 + cos z1 sin z2,

sin2 z + cos2 z = 1.

(2.13)

6) 三角函数与双曲函数的联系
cos iy =

e−y + ey

2
= chy

sin iy =
e−y − ey

2i
= ishy

(2.14)

 cos(x+ iy) = cos xchy − i sin xshy

sin(x+ iy) = sin xchy + icosxshy.

(2.15)

7) 其他三角函数定义

tan z =
sin z

cos z
, cot z =

cos z

sin z

sec z =
1

cos z
, csc z =

1

sin z

5. 双曲函数

(a). 定义

双曲余弦 chz =
ez + e−z

2

双曲正弦 shz =
ez − e−z

2

双曲正切 thz =
shz

chz
=

ez − e−z

ez + e−z

(b). 性质

1) 周期性

chz和 shz都以 2πi为周期.

2) 奇偶性 ch为偶函数，shz为奇函数.
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2.2 考点解析

3) 解析性 chz和 shz都是复平面上的解析函数，且它们的导数为

(chz)′ = shz, (shz)′ = chz

4) 双曲函数的公式 

ch2z − sh2 z = 1;

sh2z + ch2 z = ch2z

sh(z1 + z2) = shz1chz2 + chz1shz2

ch(z1 + z2) = chz1chz2 + shz1shz2.

(2.16)

5) 双曲函数与三角函数的关系

chiy = cos y, shiy = i sin y (2.17) ch(x+ iy) = chx cos y + ishx sin y

sh(x+ iy) = shx cos y + ichx sin y

(2.18)

6. 反三角函数与反双曲函数

(a). 反三角函数

1) 反正弦函数 Arcsin z = −iLn(iz +
√
1− z2)

2) 反余弦函数 Arccosz = −iLn(z +
√
z2 − 1)

3) 反正切函数 Arctan z = − i

2
Ln

1 + iz

1− iz
.

(b). 反双曲函数

1) 反双曲正弦 Arshz = Ln(z +
√
z2 + 1)

2) 反双曲余弦 Arshz = Ln(z −
√
z2 + 1)

3) 反双曲正切 Arthz =
1

2
Ln

1 + z

1− z

2.2 考点解析

2.2.1 复变函数的相关概念辨析

方法分析

复变函数的极限、连续、可导、可微、解析、奇点这些概念是一组考点，常以选择题的形

式出现，需要掌握它们的概念和关系.其中，尤其以解析的概念需要着重辨析.

首先，需要明确所有概念的定义，不要混淆，可以参考课本与本章的主要内容.

其次，需要明确所有概念之间的关系.下面这幅图简单地表达了它们之间的关系.
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2.2 考点解析

f(z)在 D内解析 f(z)在 D内可导 f(z)在 D内可微

f(z)在 z0 解析 f(z)在 z0 可导 f(z)在 z0 可微

f(z)在 z0 连续

f(z)在 z0 极限

下面给出一些不能互推的条件的典型例子.

1) 有极限而不连续：

函数 f(z) =
zRe(z)

|z|
在 z = 0处的极限存在，并且极限值为 0，但它在 z = 0处不连续.

2) 连续而不可导：

函数 f(z) = z, g(z) = x+ i2y等函数是在复平面上处处连续但处处不可导的.

3) 可导而不解析：

函数 f(z) = zRe(z)与 g(z) = zzn在 z = 0处可导但不解析.

再者，要掌握好定理 (2.2)关于可导的充要条件与定理 (2.3)关于解析的充要条件的叙述.

主要要关注 u(x, y)与 v(x, y)是否满足柯西-黎曼方程，但也要注意其是否在点 z0 或 D 内可

微.如果两个条件有任意一个不满足，则函数在该点必然不可导或在区域内不解析.

一般地，常把实部与虚部可微扩展成其充分条件即 u(x, y)与 v(x, y)的一阶偏导数存在且

连续，但这是充分条件，并不是必要条件，要作以注意和区分.

真题演练

往年的题目一般考察多以基本概念为主，且解析的概念居多，具体见下.

例题 2.1（2020年 B卷/2021年 B卷）f(z) = u(x, y) + iv(x, y)在 z0 = x0 + iy0解析的充要条

件是（D）.

A. u(x, y)和 v(x, y)在 (x0, y0)的某邻域内可微；

B. ux, uy, vx, vy 在 (x0, y0)的某邻域内存在且连续；

C. u(x, y)和 v(x, y)在 (x0, y0)处满足 Cauchy-Riemann方程；

D. f(z)在 z0的某邻域内可以展成幂级数
∞∑
o

cn(z − z0)
n.

解即使尚未学习过幂级数，也可以轻易地判断出 ABC都是错，从而进一步得出答案是 D.

具体来说，B显然不对；A和 C都只是函数在一点可导，在区域解析的充要条件的一部

分，A和 C一同才能构成函数在一点可导，在区域上解析的充要条件.B则是 A的充分条件，

并不是充分必要条件.
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2.2 考点解析

进一步，即使有一个选项是由 A和 C组成的，对于一个点 z0，如果题目中没有指明这是

在点 z0及其邻域内成立，则这只能推出 f(z)在 z0可导，并不能推出解析.

例题 2.2下列命题正确的是（C）.

A. 若 z0是 f(z)的奇点，那么 f(z)在 z0不可导

B. 若 z0是 f(z)的奇点，那么 z0一定是孤立的.

C. 若 z0是 f(z)的奇点，是 g(z)的解析点，那么 z0一定是 f(z) + g(z)的奇点

D. 若 z0是 f(z)的奇点，也是 g(z)的奇点，那么 z0一定是 f(z) + g(z)的奇点

解本题考察的是奇点的概念，即不解析的点.

对于 A选项，函数 f(z)可以在 z0可导，但不在其邻域内可导，故错误.

对于 B选项，孤立奇点只是奇点的一种（见第五章）.

C选项是正确的，这可以利用反证法与解析函数经过四则运算（分母不为 0）后仍然为解

析函数来证明.

D选项的一个反例可以是 f(z) =
1

z
与 g(z) = −1

z
在 z = 0处.

从 C与 D选项可以引申出一个经验结论，即

1) 强条件 +强条件 =强条件

2) 强条件 +弱条件 =弱条件

3) 弱条件 +弱条件 =不确定

这里“强条件”可以是极限存在、可导、解析等，对应的“弱条件”是极限不存在、不可

导、不解析等.

2.2.2 函数可导与解析的应用

方法分析

这一类型题目的特点是：条件中给出了函数解析或可导，并需要利用该条件推导出答案.

一般从函数 f(x, y) = u(x, y) + iv(x, y)解析或可导可以推出

1) 函数 f(z)的实部 u(x, y)和虚部 v(x, y)满足柯西-黎曼方程
∂u

∂x
=
∂v

∂y
,
∂u

∂y
= −∂v

∂x
.

如果实部与虚部中有未知的部分，则从柯西-黎曼方程出发构造方程组，求出待定常

数的值.此类题目更多的处理方式请见第三章.

其他情况则灵活使用柯西-黎曼公式推导结论.

2) 函数 f(z)的导数满足公式 f ′(z) =
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x
=

1

i

∂u

∂y
+
∂v

∂y
.

如果题目中要求求函数在某一点的导数，带入公式，耐心计算即可.

真题演练
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2.2 考点解析

在往年的期末考试中，也多以上述的两点三种方式进行考察，只需耐心利用条件推导、计

算即可，存在一些计算量较大的题目时，就需要格外注意计算的过程.

例题 2.3（2019年A题）已知w = u+iv为z的解析函数,且u−v = (x−y)(x2+4xy+y2), 求u.

解已知 w = u+ iv是 z = x+ iy的解析函数，且满足 u− v = (x− y)(x2 + 4xy + y2).需要求

u. 解决方法由于 w解析，实部 u和虚部 v满足 Cauchy-Riemann方程：
∂u

∂x
=
∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −∂v

∂x
.

给定 s = u− v = (x− y)(x2 + 4xy + y2).先展开 s:

s = (x− y)(x2 + 4xy + y2) = x3 + 4x2y + xy2 − x2y − 4xy2 − y3 = x3 + 3x2y − 3xy2 − y3.

计算偏导数：
∂s

∂x
=

∂

∂x
(x3 + 3x2y − 3xy2 − y3) = 3x2 + 6xy − 3y2,

∂s

∂y
=

∂

∂y
(x3 + 3x2y − 3xy2 − y3) = 3x2 − 6xy − 3y2.

设 p =
∂u

∂x
, q =

∂u

∂y
.由 s = u− v，有：

∂s

∂x
=
∂u

∂x
− ∂v

∂x
= p−

Å
−∂v
∂x

ã
= p+ q, (因为

∂v

∂x
= −q)

∂s

∂y
=
∂u

∂y
− ∂v

∂y
= q − p. (因为

∂v

∂y
= p)

代入偏导数：

p+ q = 3x2 + 6xy − 3y2, (1)

q − p = 3x2 − 6xy − 3y2. (2)

解方程组：

加 (1)和 (2)：(p+q)+(q−p) = (3x2+6xy−3y2)+(3x2−6xy−3y2)，得 2q = 6x2−6y2，

所以 q = 3(x2 − y2).

减 (2)于 (1)：(p+ q)− (q− p) = (3x2+6xy− 3y2)− (3x2− 6xy− 3y2)，得 2p = 12xy，

所以 p = 6xy.

因此：
∂u

∂x
= p = 6xy,

∂u

∂y
= q = 3x2 − 3y2.

积分
∂u

∂x
= 6xy关于 x（视 y为常数）：

u =

∫
6xydx = 3x2y + g(y),
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2.2 考点解析

其中 g(y)是积分常数（依赖于 y）.

代入
∂u

∂y
= 3x2 − 3y2:

∂

∂y
(3x2y + g(y)) = 3x2 + g′(y) = 3x2 − 3y2,

所以 g′(y) = −3y2，积分得 g(y) = −y3 + C，其中 C 为实常数.

故：

u = 3x2y − y3 + C.

注 本题整体难度不小，一是在于计算量，二是在于敢不敢算——题目中只给出了一个式子，

为了方便处理需要对式子整体分别对 x和 y求偏导，三是在于能不能适时地利用 C-R方程对

其中的元素进行转换。

例题 2.4（2021年A卷）若 f(z) = u+iv是区域D的解析函数，则 v+iu在区域D内不一定是(填

一定是或不一定是)解析函数.

解 f(z)是解析函数，故其满足 C −R方程，即
∂u

∂x
=
∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −∂v

∂x

若 g(z)解析，则其实部 v与 u需要满足柯西-黎曼方程，则
∂v

∂x
=
∂u

∂y
,

∂v

∂y
= −∂u

∂x

以函数 f(z)的 C −R方程为条件，探究在什么条件下 g(z)也满足 C −R方程：

1) 第一个方程：将
∂u

∂y
= −∂v

∂x
带入

∂v

∂x
=
∂u

∂y
得

∂v

∂x
= −∂v

∂x
⇒ ∂v

∂x
= 0

2) 第二个方程：类似地，得到
∂v

∂y
= 0

故 v是常数.类似地，得到 u也为常数.

综上可得，当且仅当 u与 v均为常数时，函数 g(z)才满足 C −R方程，从而解析，即函

数 g(z)不一定是解析函数.

注本题的关键在于把函数解析这一条件转换为其实部与虚部满足柯西-黎曼方程，再用于判断

第二个函数是否或在什么条件下满足柯西-黎曼方程.

例题 2.5（2019年 A题）f(z) = x3 − y3 + 2x2y2i在z =
3

4
+ i

3

4
处的导数值为

27

16
(1 + i).

解题目中没有给出函数在该点可导的条件，但容易于验证的且函数恰好在该点可导.
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2.2 考点解析

求解函数在一点的导数值，只需利用公式带入即可

f(z)′ =
∂u

∂x
+ i

∂v

∂u

=
∂(x3 − y3)

∂x
+ i

∂(2x2y2)

∂x

= 3x2 + 4ix2y

带入点 z0 =
3

4
+ i

3

4
得

f ′(z0) =
27

16
(1 + i)

下面的一些题目可以作以练习.

� 练习 2.1（2022年秋）设 f(z) = u+ iv为解析函数，且 vy − vx = 0，求 f(z)

� 练习 2.2（2024年秋）若 f(z) = u(x, y) + i[x2 + α(y)]解析，且 f(z) = f ′(z) = 0，求实函数

u(x, y), α(y)

� 练习 2.3（2024年秋）已知 f(z) = e−x cos y + iv(x, y)解析，则 f ′(z) = .

2.2.3 函数可导与解析的判别

方法分析

判别函数是否可导或解析主要有以下三种方式

1. 利用可导与解析的定义

2. 利用可导或解析函数经四则运算或复合后仍然解析的性质

3. 利用函数可导与解析的充要条件

具体的可以参见学习指南第二章内容提要的“二、判断函数可导与解析的方法”.

在题目的解答中，应当根据函数的具体特点选择适当的方式进行判别，而并不应当一股

脑地使用充要条件.

真题演练

往年考试中，该点考察的并不频繁，只需掌握基本的判断方法和典型例子即可.

例题 2.6（2015年期中）对函数 f(z) = x+ 3yi ,下面说法是正确的是（C）.

A. 在复平面内是连续和解析的；

B. 在复平面内是连续和可导的；

C. 在复平面内是连续但不解析的；

D. 在复平面内是不连续的；

解 显然，题中的函数是连续的. 证明其不可导（不解析）可以从定义出发，也可以从可导
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2.2 考点解析

的充要条件出发. 从定义出发，主要是证明 ∆z = ∆x + i∆y 沿着不同的方向趋向于 0 时，

lim
∆z→0

f(z +∆z)− f(z)

∆z
的极限值不同，从而极限不存在，即不可导. 具体过程参见课本第二

章例 2.从充要条件出发，在本题就是验证函数是否满足柯西-黎曼方程.由
∂(x)

∂x
= 1 6= ∂(3y)

∂y
知其不可导.

2.2.4 初等函数性质及计算

方法分析

这类题型考察初等函数，包括指数函数、对数函数、幂函数、三角函数与双曲函数、反三

角函数与反双曲函数的定义、性质及简单的计算.

1. 定义与性质

对于考察这类知识的题型，要注意在复数范围内特有的性质，即在实数范围内不成立

（成立）而在复数范围内成立（不成立）.基本的定义与性质在主要内容中初等函数（点

击可跳转）的部分都已经涉及，不再重复.一些易错的有：

1) ez 的周期性

ez 以 2πi为周期，使得 cos z与 sin z以 2π为周期，chz与 shz以 2πi为周期.

2) Lnz的多值性与计算公式

复数域内 Lnz具有多值性，同时

Lnzn = nLnz, Lnz
1
n =

1

n
Lnz

::::::::::
不再成立.

下面加以证明.

设 z = reiθ，则 zn = rneinθ，故

Lnzn = n ln |r|+ i(nθ + 2kπ) (k ∈ Z)

而

nLnz = n ln |r|+ in(θ + 2kπ)

很显然，两个数虚部的值不同.

对于 Lnzn，它的虚部取

nθ, nθ ± 2kπ, nθ ± 4kπ, · · ·

对于 ln z，它的虚部取

nθ, nθ ± 2nkπ, nθ ± 4nkπ, · · ·
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2.2 考点解析

类似地，可以证得 Lnz
1
n 6= 1

n
Lnz

3) Lnz与 ln z的区别

Lnz与 ln z的区别主要在于 ln z的复数部分取的是 z的辐角主值，而由于
:::::::::::::::::::::::::::
arg z1 + arg z2 = arg(z1z2)

::::::::::::
不一定成立，故 Lnz 的运算规则 Ln(z1z2) = Lnz1 + Lnz2,Ln

z1
z2

= Lnz1 − Lnz2

对于其主值 ln z是
::::::::::
不成立的.

4) cos z与 sin z的模长

复数范围内，cos z与 sin z的模长不再有界.

2. 计算

下面给出计算的重点与注意事项：

(a). 计算方法

I. 指数函数

指数函数的计算只需分清其实部与虚部即可，即

ez = ex+iy = ex(cos y + i sin y)

需要关注指数函数的周期性，这意味着对于任意一个复数 w都有无数个 z，使

得 ez = w，这在解关于 ez 的方程时需要格外注意.

II. 对数函数

1) 根据 Lnz = ln |z|+ iArgz计算 z的模长与辐角即可.

2) 需要注意 Argz = arg z + 2kπ(k ∈ Z)的多值性.

3) 不要使用Lnzn = nLnz,Lnz
1
n =

1

n
Lnz，但是加法定理Lnz1z2 = Lnz1+Lnz2

仍然成立.

4) 如需计算其主值 ln z，则要注意 z辐角主值的范围，即−π < arg z ≤ π，对

于主值，加法定理不再成立.

III. 乘幂

乘幂 zw 的计算是通过先计算对数，再利用指数得出结果.

利用 zw = exp(wLnz)将其转换为指数的计算，先计算出 Lnz，再利用 exp(x+

iy) = ex(cos y + i sin y)得出结果.

(b). 易错点

I. 多值性

多值性的错误有两种可能性：

1) 原本在实数范围内的单值函数变为了多值函数，主要是对数和乘幂；

2) 原本在实数范围内只有一个原象的象在复数范围内有多个原象，比如由于
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2.2 考点解析

ez 的周期性，它的任意一个象都有无穷多的原象.

II. 辐角选取

需要根据实部与虚部的值确定象限.

III. 模的计算

公式 |x+ iy| =
√
x2 + y2应用错误.

真题演练

往年对于性质的考察相对简单，掌握好基本知识即可.下面是考察性质的相关往年题.

例题 2.7（2021年 8月重修班）当且仅当 z = 0时，ez = 1（错）（填对或错）.

解 在实数域内，方程 ex = 1 有唯一解 x = 0. 但在复数域内，由于复变函数 ez 的周期性，

z = 2kπi(k ∈ Z)都是方程的解，因而答案是“错”.

例题 2.8（2022年 6月 A卷）以下说法错误的是（A）

A. ln z1 + ln z2 = ln z1z2

B. sin z = 0的解为 z = kπ（k为整数）

C. cos 2z = 2 cos2 z − 1

D. ez = ez

解由前述知，Lnz 的运算规则 Ln(z1z2) = Lnz1 + Lnz2,Ln
z1
z2

= Lnz1 − Lnz2 对于其主值 ln z

是
::::::::::
不成立的，故 A错误.BCD的正确是容易验证的.

对于 D选项，类似地可以验证 cos z = cos z和 sin z = sin z（见课本第二章课后第 11题）.

例题 2.9（2015期中）设 f(z) = cos z，则以下命题正确的是（D）

A. |f(z)|是有界的

B. f(z)以 π为周期

C. cos z =
eiz − e−iz

2
D. f(z)在复平面上处处解析

解对于 A选项，当 z = iy 为纯虚数时，cos z =
ey + e−y

2
.当 y → ∞时，|cos z| → ∞，故错

误.B，C项的错误是显然的，故 D是正确的.

往年的计算类题目主要是以对数、乘幂的值或模的计算为主，在 2024年出现了解方程类

型的题目，但总的来说，只要掌握基本计算方法，熟悉函数性质，这些题目都可轻松解答.

例题 2.10（2022年 6月 A卷/2019年 A卷）i1+i的模是e−(π
2
+2kπ).
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2.3 习题补充

解根据前述的方法进行计算

i1+i = exp[(1 + i)Lni]

= exp[(1 + i)(
π

2
i + 2kπi)]

= exp[−(
π

2
+ 2kπ) + i(

π

2
+ 2kπ)]

而由于 |exp(x+ iy)| = ex，故 i1+i的模是 e−(π
2
+2kπ).

例题 2.11（2020年 B卷）(4 + 3i)i=e−(arctan 3
4
+2kπ)(cos(ln 5) + i sin(ln 5)).

解根据前述的方法进行计算

(4 + 3i)i = exp[iLn(4 + 3i)]

= exp[i(ln 5 + i(arctan
3

4
+ 2kπ))]

= exp[−(arctan
3

4
+ 2kπ) + i ln 5]

= e−(arctan 3
4
+2kπ)(cos(ln 5) + i sin(ln 5))

例题 2.12方程 iez + 1 + i = 0的解为ln 2 + i(2kπ − π

4
).

解移项可得

ez =
1 + i

i
= 1− i

=
√
2(

1√
2
− 1√

2
i)

1√
2
− 1√

2
i 是一个在第四象限，故辐角主值为 −π

4
的单位复数，故方程有一个解 z =

ln 2− π

4
i.

另一方面，函数 ez 是以 2πi为周期的周期函数，故 ln 2 + i(2kπ − π

4
)即为方程的所有解.

剩下两道题目读者可自行计算.

� 练习 2.4（2021年 A卷） ln(
√
3− i)

� 练习 2.5（2015年期中）11+i = .

2.3 习题补充

1. 如果 f(z) = u+ iv是 z的解析函数，那么Å
∂

∂x
|f(z)|

ã2

+

Å
∂

∂y
|f(z)|

ã2
= |f ′(z)|2
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2.3 习题补充

2. 柯西-黎曼方程的极坐标形式是：
∂u

∂r
=

1

r

∂v

∂θ

∂v

∂r
= −1

r

∂u

∂θ

3. 设 f = u + iv 在区域 D内是解析的.如果 f(z)满足下面的条件之一，那么 f(z)在整个

D内是个常数.

1) f(z)恒取实值（或虚值）；

2) u(或 v)是实常数；

3) f(z)在 D内解析；

4) |f(z)|在 D内是一个常数；

5) arg f(z)在 D内是一个常数；

6) au+ bv = c，其中 a, b, c为不全为零的常数.

4. 三角函数与双曲函数

|cos z|2 = cos2 x+ ch2y |sin z|2 = sin2 x+ sh2y

5. 判断函数解析的方法

1) f(z) = zzn(n为大于 1的正整数);

2) f(z) =
x+ 2y

x2 + y2
+ i

2x− y

x2 + y2

解

1) 类似于一元实变函数，反证法证明：一个可导（解析）函数 φ(z)与不可导（不解

析）函数 ψ(z)的乘积 f(z)在 φ(z) 6= 0处必不可导（不解析）。所以，在 z 6= 0处，

f(z) = zzn处处不可导（不解析）。在 z = 0处，由于

lim
z→0

zzn − 0

z
= lim

z→0
zzn−1 = 0,

因此，f(z)仅在 z = 0处可导，且 f ′(0) = 0，但在复平面内无处解析。

2) 由于

f(z) =
(x− iy) + 2i(x− iy)

x2 + y2
=

(1 + 2i)z

zz
=

1 + 2i

z
,

所以除 z = 0外 f(z)处处可导，处处解析，并且

f ′(z) = −1 + 2i

z2
(z 6= 0).

�
笔记考点解析中的函数与解析的判别中提到了判断函数解析的三种方法，虽然我们最

常用 C-R方程作以判断，但也应当依据函数的具体结构来决定具体采用什么方法，本题

就给出了两个很好的例子。

38



第 3章 复变函数的积分

3.1 主要内容

3.1.1 复变函数积分的定义与性质

1. 积分的定义

定义 3.1

♣

设函数 w = f(z)定义在区域 D内,C 为区域 D内,C 为区域 D内起点为 A终点为

B 的一条光滑的有向曲线.把曲线 C任意分成 n个弧段,设分点为

A = z0, z1, z2, · · · , zk−1, zk, · · · , zn−1, zn = B

在每个弧段 żk−1zk(k = 1, 2, · · · , n)上任取一点 ζk,并作和式

Sn =
n∑

k=1

f(ζk)(zk − zk−1) =
n∑

k=1

f(ζk)∆zk

记 ∆sk = żk−1zk 的长度 δ = max
1≤k≤n

{∆sk}.当 n → ∞且 δ → 0时,如果不论对 C 的

分法及 ζk 的取法如何,Sn有唯一极限,那么称极限值为
::::::::::::::::::::::::::::
函数 f(z)沿曲线 C 的积分.

记作 ∫
C

f(z)dz = lim
n→∞

n∑
k=1

f(ζk)∆zk

如果 C 为闭曲线,则沿着闭曲线的积分记作∮
C

f(z)dz

2. 积分的存在条件与计算方法

(a). 化为两个二元实变函数的第二类线积分

由 ∫
C

f(z)dz =

∫
C

(u+ iv)(dx+ idy) (3.1)

=

∫
C

udx− vdy + i

∫
C

vdx+ udy (3.2)

可知

1) f(z)为连续函数 +C 为光滑曲线⇒积分
∫
C

f(z)dz一定存在.

2)
∫
C

f(z)dz可以转换为两个二元实变函数的线积分.



3.1 主要内容

(b). 利用参数方程计算

设曲线 C 的参数方程 z = z(t) = x(t) + iy(t), α ≤ t ≤ β，那么∫
C

f(z)dz =

∫ β

α

f [z(t)]z′(t)dt (3.3)

(c). 重要积分 ∮
|z−z0|=r

dz

(z − z0)n+1
=

2πi, n = 0

0, n 6= 0

(3.4)

3. 积分的性质

1)（方向改变,积分变号）
∫
C

f(z)dz = −
∫
C−

f(z)dz

2)（线性性质）
∫
C

kf(z)dz = k

∫
C

f(z)dz（k为常数）

3)（对积分路径的可加性）

若 C 由 C1与 C2连接而成，则∫
C

f(z)dz =

∫
c1

f(z)dz +

∫
C2

f(z)dz

4)（不等式性质）

曲线 C 的长度为 L,函数 f(z)在 C 上满足 |f(z)| ≤M ,那么∣∣∣∣∫
C

f(z)dz

∣∣∣∣ ≤ ∫
C

|f(z)| ds ≤ML (3.5)

3.1.2 柯西-古萨基本定理及其推广

1. 柯西-古萨（Cauchy-Goursat）基本定理

定理 3.1 (柯西-古萨基本定理)

♥

函数 f(z)在
::::::::::::
单连通域 B内处处解析⇒

∮
C

f(z)dz = 0,其中 C 为 B 内的任意一条

封闭曲线.

注

1) 定理中的 C 可以不是简单闭合曲线.

2) 定理中条件可以放宽为：当 C 为区域 B 的边界时,如果 f(z)在闭区域 B = B + C

上解析或在 B 内解析,在闭区域 B 上连续,则
∮
C

f(z)dz = 0仍然成立.

2. 闭路变形原理

闭合曲线 C连续改变且不经过不解析的点,则
∮
C

f(z)dz的值不变.
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3.1 主要内容

C ′

D

C

∮
C

f(z)dz
∮
C′
f(z)dz =

3. 复合闭路定理

定理 3.2 (复合闭路定理)

♥

设 C 为多连通域 D 内的一条简单闭合曲线,C1, C2 · · · , Cn 是在 C 内部的简

单闭合曲线, 它们互不包含也互不相交, 并且以 C,C1, C2, · · · , Cn 为边界的区

域
:::::::::::::
全包含于 D.如果 f(z)在 D内解析，则

1) ∮
C

f(z)dz =
n∑

k=1

∮
Ck

f(z)dz,

其中 C 及 Ck 均沿正向.

2) ∮
Γ

f(z)dz = 0,

其中 Γ是由 C 及 Ck(k = 1, 2, · · · , n)所组成的复合闭路，C 按逆时针进行，

Ck 按顺时针进行.

C1

D

C

C2

C3

注关于复合闭路的方向.

一般地，闭曲线的正方向可以用这样一个口诀来判断——“人在线上走,区域在左

手”，意思是当在闭合曲线上以正方向绕行时，闭合曲线所围成的区域应当在左手边.

需要注意的是，当闭合曲线作为区域的边界也分两种情况，一种是作为外边界，一
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3.1 主要内容

种是作为内边界.

对于
:::::::
外边界，它的内部（起码部分）属于该区域，对应着定理中的曲线 C.对这样

的边界应用上述的口诀，就会得到逆时针是它的正方向.

对于
:::::::
内边界，该区域都在它的外部，它的内部不属于该区域，对应着定理中的曲线

Ck(k = 1, 2, · · · , n).如果沿着逆时针绕行 Ck，就会发现区域在右手边，这就不符合口诀.

因而对于内边界，顺时针是它的正方向.

所以，对于复合闭路 Γ，它的正向就意味着不管沿着外曲线还是内曲线，区域都在

左手边，即外逆内顺.

3.1.3 积分的计算

1. 原函数与不定积分

(a). 积分与路径无关

定理 3.3 (积分与路径无关的条件)

♥

函数 f(z)在单连通域 B 内处处解析⇒积分
∫
C

f(z)dz 与连接起点与终点的

路线 C 无关.只与起点 z0与终点 z1有关.

(b). 原函数的定义

定义 3.2 (原函数)

♣

如果函数 φ(z)在区域 B 的导数等于 f(z)，即 φ(z) = f(z)，那么 φ(z)称为

f(z)在区域 B 内的原函数.

(c). 原函数的形式及其解析性

定理 3.4 (原函数的形式及其解析性)

♥

如 果 f(z) 在 单 连 通 域 B 内 解 析, 设 函 数 F (z) =∫ z

z0

f(ζ)dζ , 其中 z0 为 B 内的一个固定的点, z ∈ B,

则
:::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::
函数 F (z)必为 B 内的一个解析函数，且 F ′(z) = f(z).

注

1) 定理3.4表明，函数 F (z) =

∫ z

z0

f(ζ)dζ 是 f(z)的一个原函数.

2) 函数 f(z) 的
::::::::::::::::::::::::::::::::::
任意两个原函数相差一个复常数. 将函数 f(z) 的原函数的一般表

达式 F (z) + c称为 f(z)的
:::::::::
不定积分，记作∫

f(z)dz = F (z) + c
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3.1 主要内容

(d). 利用原函数计算积分

定理 3.5 (利用原函数计算积分)

♥

函数 f(z)在单连通域 B 内解析，G(z)为 f(z)的一个原函数，则∫ z1

z0

f(z)dz = G(z1)−G(z0) (3.6)

其中，z0与 z1为域 B 内两点.

2. 柯西积分公式

定理 3.6 (柯西积分公式)

♥

如果 f(z)在区域 D 解析，C为 D 内任何一条正向简单闭曲线，它的内部完全含

于 D，z0为 C 内一点，那么

f(z0) =
1

2πi

∮
C

f(z)

z − z0
dz (3.7)

注

1) 如果 f(z)在简单闭曲线 C 所围成的区域内及 C 上解析，那么公式 (3.7)仍然成立.

2) 公式 (3.7)表明，解析函数在 C 内部任一点的值都可以用它在边界上的值表示.

3) 如果 C 为圆周 z = z0 +Reiθ，那么式 (3.7)就变为

f(z0) =
1

2π

∫ 2π

0

f(z0 +Reiθ)dθ (3.8)

说明，
:::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::
一个解析函数在圆心处的值等于它在圆周上的平均值.

3. 解析函数的高阶导数

(a). 高阶导数的求法与解析性

定理 3.7 (高阶导数公式)

♥

解析函数 f(z)的导数仍为解析函数，它的 n阶导数为：

f (n)(z0) =
n!

2πi

∮
C

f(z)

(z − z0)n+1
dz (n = 1, 2, · · · ), (3.9)

其中 C 为在函数 f(z)的解析区域 D 内围绕 z0 的任何一条正向简单闭曲线，

而且它的内部全含于 D.

高阶导数公式的作用不在于通过积分来求导，而在于通过求导来求积分.

(b). 柯西不等式

设 f(z)在区域 D 内解析，z0 ∈ D，圆周 Cr : |ζ − z0| = r 及其内部全部含于

D，则 ∣∣∣f (n)(z0)
∣∣∣ ≤ n!M(r)

rn
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3.1 主要内容

其中M(r) = max
|z−z0|=r

|f(z)|.

(c). 刘维尔 (Liouville)定理

定理 3.8 (刘维尔定理)

♥若 f(z)在复平面上解析且有界，则 f(z)必恒为常数.

(d). Morera定理

定理 3.9 (Morera定理)

♥

设函数 f(z)在单连通域 B内连续，且对于 B内任何一条简单闭曲线 C 都有∮
C

f(z)dz = 0，则 f(z)在 B 内解析.

3.1.4 解析函数与调和函数

1. 解析函数和调和函数的关系

(a). 调和函数的定义

定义 3.3 (调和函数)

♣

如果二元实变函数 φ(x, y)在区域 D 内具有二阶连续偏导数并且满足拉普拉

斯 (Laplace)方程
∂2φ

∂x2
+
∂2φ

∂y2
= 0 (3.10)

那么称
:::::::::::::::::::::::::::::::::
φ(x, y)为区域 D内的调和函数.

(b). 解析函数与调和函数的关系

定理 3.10 (解析函数与调和函数的关系)

♥任何在区域 D内解析的函数，它的
::::::::::::::::::::::::::::::::::
实部和虚部都是 D内的调和函数.

注解析函数 f(z) = u+ iv的实部与虚部的任意阶导数都是调和函数.

(c). 共轭调和函数

定义 3.4 (共轭调和函数)

♣

设 u(x, y)为区域 D内给定的调和函数，把使 u + iv在 D内构成解析函数的

调和函数 v(x, y)称为
:::::::::::::::::::::::::
u(x, y)的共轭调和函数.也就是说，u和 v在 D内满足

柯西-黎曼方程.

注

1) u和 v的地位不可调换.v是 u的共轭调和函数不能称为也不代表 u为 v的共轭
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3.1 主要内容

调和函数.事实上，当且仅当 u, v均为常数时，虚部与实部互换仍为解析函数.

2) 定理3.10表明，
:::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::
解析函数的虚部为实部的共轭调和函数.

2. 解析函数的求法

(a). 偏积分法

如果已知一个调和函数 u，就可以利用柯西-黎曼方程
∂u

∂x
=
∂v

∂y
,
∂u

∂y
= −∂v

∂x

通过偏积分，求得它的共轭调和函数 v，即

v(x, y) =

∫
∂u

∂x
dy + C(x)

再利用
∂v

∂x
= −∂u

∂y
求出 C(x). 反之，也可以通过已知的 v求出 u.

(b). 不定积分法

设解析函数 f(z) = u+ iv.

如果已知实部 u，求虚部 v，可以由式 (2.3)可知

f ′(z) = ux + ivx = ux − iuy

把 ux − iuy 还原成以 z表示的函数，得到

f ′(z) = ux + iuy = U(z)

再积分就有

f(z) =

∫
U(z)dz + c =

∫
ux + iuydz + c

从而得到 f(z)，可以求得虚部.

类似地，如果已知虚部 v，求实部 u，就可以通过

f(z) =

∫
V (z)dz + c =

∫
vy + ivxdz + c

(c). 线积分法

设 u为区域D内解析函数 f(z)的实部.由于 u满足 Laplace方程 uxx + uyy = 0，故

(−uu)y = (ux)x，从而得到 −uydx+ uxdy必是某个二元函数 v的全微分，即

dv = −uydx+ uxdy = vxdx+ vydy

于是有 ux = vy, vx = −uy，即 u, v满足柯西-黎曼方程，从而 u+ iv为一解析函数，

而

v(x, y) =

∫ (x,y)

(x0,y0)

−uydx+ uxdy + x

其中 C 为常数，(x0, y0)为 D内一点.
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3.2 考点解析

类似地，如果已知虚部 v，则可以通过

u(x, y) =

∫ (x,y)

(x0,y0)

vydx− vxdy + x

来求实部 u.

3.2 考点解析

3.2.1 积分的计算

方法分析

积分的计算是复变函数的重点，下面将以被积函数 f(z)是否解析与积分路径 C是否封闭

作为标准，区分什么情况下应当使用什么方法.

1. f(z)不解析

当 f(z)不解析时，不论积分路径 C 是否封闭，积分的计算都只能采用由公式 (3.1)

与公式 (3.3)给出的两种基本计算方法，即将复变函数的积分化为二元实变函数的线积

分或利用参数方程化为定积分.

2. f(z)解析且 C 不封闭

如果 f(z)在某单连通域内解析，则在其解析域上积分的值与路径无关，因而可设

法求出被积函数的
:::::::
原函数，再利用公式 (3.6)计算.

计算原函数时一般可以使用
:::::::
换元法与

::::::::::::
分部积分法，一些需要满足的条件也在此简单

说明.

1) 换元法

设 w = f(z)在区域 D 内
:::::::::::::::::
解析，f ′(z) 6= 0，并且它将 D 内的光滑曲线 C 映射

为 w平面上区域 D∗内的光滑曲线 Γ.若 Φ(w)为连续函数，则有∫
Γ

Φ(w)dw =

∫
C

Φ[f(z)]f ′(z)dz

若 Φ(z)为解析函数，并且 D和 D∗都是单连通域，则∫ w2

w1

Φ(w)dw =

∫ z2

z1

Φ[f(z)]f ′(z)dz

其中 w1 = f(z1), w2 = f(z2).

2) 分部积分法

设 f(z)与 g(z)
::::::::::::::::::::::
在单连通域 B 内解析，z1, z2为 B 内两点，则∫ z2

z1

f(z)g′(z)dz = [f(z)g(z)]|z2z1 −
∫ z2

z1

g(z)f ′(z)dz

如果原函数不方便求解，也可以使用两种基本计算方法计算。
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3.2 考点解析

3. f(z)解析（或有有限个奇点）且 C 为封闭曲线

当 f(z)解析（或有有限个奇点）且C为闭曲线时，常考虑以
:::::::::::::::::::::::::
柯西积分公式 (定理3.6)与

::::::::::::::::::::::::
高阶导数公式 (定理3.7)为

主要工具，联合柯西-古萨基本定理 (定理3.1)、复合闭路定理 (定理3.2）、闭路变形原理，

并将函数作适当变形（代数变换），将函数 f(z)化为且
f(z)

(z − z0)n+1
.

结合柯西积分公式与高阶导数公式，可以得到：
1

2πi

∮
f(z)

(z − z0)n+1
dz =

f (n)(z0)

n!
(n = 0, 1, 2, · · · ) (3.11)

当 n = 0，它就是柯西积分公式；当 n = 1, 2, · · ·，就是高阶导数公式.在使用时，需要

注意：

1) 要注意公式成立的条件，即在 C 所围成的区域内 f(z)解析，这成立的一个必要条

件就是函数
f(z)

(z − z0)n+1
在 C 内有且只有 z0一个奇点.

2) 公式常常与柯西-古萨定理、复合闭路定理、闭路变形原理等一起使用，譬如，当

被积函数在闭曲线内部有多个奇点时，就需要结合复合闭路定理.

这些都将在例题中进一步解释.

如果函数被积函数在 C 内有有限个甚至无限个奇点，而它有不能化为
f(z)

(z − z0)n+1
，

则以上方法均不适用，只能利用第五章留数的相关方法.

真题演练

在往年的考试中，积分的计算主要有两种考察方式.

一种是考察对其理论依据的理解，即对柯西-古萨基本定理、复合闭路定理、闭路变形原

理、柯西积分公式、高阶导数公式本身的理解，譬如 2022年秋的最后一题就是“用留数定理

证明高阶导数公式”，或下面的例题3.1.由于这一种题型并不常见，故合并在此类题型种.准

备这一类题型，应当多加留意定理本身的内容和证明方式.

例题 3.1 （2019年春）设 C 为复平面内的正向简单闭曲线，f(z)与 g(z)在 C 及其内部解析，

且在 C 上有 f(z) = g(z)，证明：在 C 的内部，必有 f(z) = g(z).

解定义函数 h(z) = f(z)− g(z).由于 f(z)和 g(z)在 C 及其内部解析，因此 h(z)也在 C 及其

内部解析.特别地，h(z)在 D内解析，在闭区域 D = D ∪ C 上连续，且在 C 上 h(z) = 0. 任

取 z0 ∈ D.由柯西积分公式，有：

h(z0) =
1

2πi

∮
C

h(z)

z − z0
dz.

由于在 C 上 h(z) = 0，因此被积函数
h(z)

z − z0
= 0对所有 z ∈ C 成立.故积分：∮

C

h(z)

z − z0
dz = 0,

从而 h(z0) = 0.
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3.2 考点解析

由于 z0 是 D内任意一点，因此 h(z) = 0在 D内处处成立，即 f(z) = g(z)在 C 的内部

D内成立.

第二种考察形式就是积分的计算，正如前面方法分析中所写的，根据函数与积分路径的

特点可以选择多种的计算方法.虽然考试中积分的计算大多通过留数定理及其引用，但也有专

门考察本章中的相关计算方法，同时灵活运用本章中的计算方法也能更好地应对题目.

下面，我们先给出两道非封闭曲线积分的例题.

例题 3.2（2024年秋）设 C 为单位圆左半圆从 −i顺时针到 i的曲线，则
∫
C

|z| dz.

分析 积分路径 C 并不是一个封闭曲线，故只能考虑基本计算方法或原函数.由题目中的 C 为

单位圆的一部分可知在 C 上 |z| = 1，即被积函数是一个常数.常数在复平面上是解析的，因

而可以采用原函数法.解答中将两种方法都给出以供参考.

解方法一：利用积分与路径无关

显然，常数函数 f(z) = k是在复平面内解析的函数，因而它的积分与路径无关，且其原

函数为
∫
kdz = kz + c.因而， ∫

C

|z| dz =
∫
C

1dz

=

∫ i

−i

1dz

= (z)| i
−i

= 2i

方法二：利用参数方程

单位圆左半圆从 −i顺时针到 i的曲线可以写为 z = − sin t− i cos t(0 ≤ t ≤ π)d的参数方

程，带入积分就有 ∫
C

|z| dz =
∫
C

1dz

=

∫ π

0

d(− sin t− i cos t)

=

∫ π

0

− cos t+ i sin tdt

= 2i

例题 3.3（2019年春）
∫ 1+i

1

z2ezdz

解 z2ez 是两个在复平面上解析的函数的乘积，故它在复平面上也是解析的，因而可以考虑原

函数法.在一元函数中，处理形如 xnex被积函数一般采用分部积分法，这里是类似的.先求被
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3.2 考点解析

积函数的原函数 ∫
z2ezdz =

∫
z2dez

= z2ez − 2

∫
zezdz

= z2ez − 2zez +

∫
ezdz

= z2ez − 2zez + ez + C

再利用求出的原函数计算积分∫ 1+i

1

z2ezdz = (z2ez − 2zez + ez)|1+i
1

= −e

下面给出两道练习题，一道是通过基本计算方法计算不解析函数积分的值，一道是通过

原函数计算积分的值.

� 练习 3.1（2018年春）沿 y = x3，积分
∫ 1

0

z sin zdz的值为 .

� 练习 3.2
∫
C

e|z|
2

Im(z)dz，其中 C 为从 z + 1 = 0到 z2 = 1 + i的直线段.

下面是一组有关封闭曲线积分计算的题目.

例题 3.4（2022年秋）
∮
|z|= 1

2

ï
sin(z cos z)

z − 2
− ln(1 + z)

z

ò
dz

分析 使用柯西积分公式与高阶导数公式处理积分时，最重要的就是关注闭曲线 C 内函数的

解析情况.本题中的闭曲线 C 是一个圆心在原点，半径为
1

2
的圆.函数

sin(z cos z)

z − 2
只有一个

奇点 z =
1

2
，所以在这个圆内及其边界上它是解析的，故根据柯西-古萨定理，它的积分值为

0；函数 ln(1 + z)在圆内及其边界上是解析的，因而
ln(1 + z)

z
在 z = 0满足

f(z)

(z − z0)n+1
的形

式，可以使用公式 (3.11)计算积分值.

解首先，计算
∮
|z|= 1

2

sin(z cos z)

z − 2
dz.由于函数

sin(z cos z)

z − 2
是由在复平面内解析的函数 cos z, sin z, z, z−

2运算与复合而来，故其在除点 z = 2以外的复平面上解析，因而在圆周 |z| = 1

2
上及其内部

解析，满足柯西-古萨定理的条件，所以∮
|z|= 1

2

sin(z cos z)

z − 2
dz = 0

然后，计算
∮
|z|= 1

2

ln(1 + z)

z
dz.函数 ln(1 + z)在除了实轴上 z ≤ −1以外的复平面上解析

的函数，因而在圆周 |z| = 1

2
内部及其边界上解析，从而可以使用公式 (3.11)计算，即∮
|z|= 1

2

ln(1 + z)

z
dz = ln(1 + z)|z=0 = 0
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3.2 考点解析

综上， ∮
|z|= 1

2

ï
sin(z cos z)

z − 2
− ln(1 + z)

z

ò
dz = 0

例题 3.5求积分 I =

∮
|z|=r

sin z

z2(z2 − z − 2)
的值，其中 r 6= 1, 2.

分析 本题需要分情况讨论.由于被积函数在 z1 = 0, z2 = −1, z3 = 2三处不解析，故当 0 < r <

1, 1 < r < 2与 r > 2时，积分路径内被积函数的解析情况就不一样，因而应当分为这三种情

况求积分的值.当 0 < r < 1时，|z| = r内只有一个奇点，直接应用高阶导数公式就可以求得

积分的值；当 1 < r < 2时，|z| = r内有两个奇点，故需要先通过复合闭路定理处理，再利用

柯西积分公式计算；当 r > 2时，处理方法是类似的.

解根据上述分析，依据 r值得不同，我们分三种情况求解.

1. 当 0 < r < 1时，取 f(z) =
sin z

z2 − z − 2
在 |z| = r及其内部解析，则

I =

∮
|z|=r

f(z)

z2
dz = 2πif ′(0)

而

f ′(z) =
(z2 − z − 2) cos z − (2z − 1) sin z

(z2 − z − 2)2
f ′(0) = −1

2

故 I = −πi

2. 当 1 < r < 2时，在圆周 C : |z| = r内以 z0 = 0和 z1 = −1为圆心作两个小圆周，使其

不互相交且互不包含，则根据复合闭路定理有

I =

∮
C1

sin z

z2(z2 − z − 2)
+

∮
C2

sin z

z2(z2 − z − 2)

= I1 + I2

由 1知，I1 −
1

2
，而由于 z2 − z − 2 = (z + 1)(z − 2)，故取 f(z) =

sin z

z2(z − 2)
在 C2内解

析，则

I2 =

∮
C2

f(z)

z − 2
dz

= 2πif(−1) =
2

3
πi sin 1

y

xO 1 2−1

y

xO 1 2−1

C1C2 C2 C1 C3
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3.2 考点解析

所以，I =
2

3
πi sin 1− πi

3. 当 r > 2时，在圆周 C : |z| = r内作三个圆周 C1, C2, C3，使它们互不相交且互不包含，

类似可得

I =

∮
C1

sin z

z2(z2 − z − 2)
dz +

∮
C2

sin z

z2(z2 − z − 2)
dz +

∮
C3

sin z

z2(z2 − z − 2)
dz

= I1 + I2 + I3

其中 I1 + I2 =

Å
2

3
sin 1− 1

ã
πi. 在 I3中取 f(z) =

sin z

z2(z + 1)
，得

I3 =

∮
C3

f(z)

z − 2
dz = 2πif(2) =

i

6
π sin 2,

所以，I =

Å
2

3
sin 1− 1 +

1

6
sin 2

ã
πi.

注这是一道非常典型的公式 (3.11)与复合闭路定理联合使用，同时还需要对被积函数作代数

变形的题目.应当着重注意，在面对闭合积分路径内有多个奇点的情况时如何处理.题中的思

路是：先通过复合闭合回路定理，将原积分转化为多个闭曲线积分.在这些积分路径所围成的

区域内，被积函数都有一个特点，即只有一个在点 z = a，由
1

(z − a)n
所导致的奇点；然后，

再通过代数变形，使得被积函数再积分区域内符合
f(z)

(z − z0)n+1
的形式，这里的核心是保证函

数 f(z)在闭曲线内解析；最后，运用公式 (3.11)去计算积分的值.

下面是一些往年的题目，难度不大，可以作为练手.

� 练习 3.3（2020年秋）
∮
|z|=1

cos z

z2
dz

� 练习 3.4（2019年春）
∫
|z|=1

ez

(z − a)3
dz(|a| > 1)

� 练习 3.5（2019年秋）
∮
|z|=2

cos z

(z − π)2
dz

3.2.2 解析函数与调和函数的关系

方法分析

针对这个知识点主要有两种考察方式，一是解析函数的关系与性质，二是解析函数的虚

部（或实部）的计算.

对于第一种考查方式，要牢记

1) 调和函数的定义，即满足 Laplace方程 (3.10).

2) 解析函数的实部与虚部都是调和函数.

3) 共轭调和函数的含义，即解析函数的虚部是实部的共轭调和函数，它们的地位不能颠倒.

对于第二种考查方式，要熟悉并合理使用三种计算方法
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3.2 考点解析

1) 偏积分法

方法描述：利用柯西黎曼方程
∂u

∂x
=
∂v

∂y
,
∂u

∂y
= −∂v

∂x
，从已知的 u（或 v）求偏导数，

再积分得到 v（或 u）.

特点：适用于函数表达式简单或偏导数易计算.

2) 不定积分法

利用解析函数的导数 f ′(z) =
∂u

∂x
− i

∂u

∂y
（已知 u时）或 f ′(z) =

∂v

∂y
+ i

∂v

∂x
（已知 v

时），对 f ′(z)积分得 f(z).

特点：适用于当 f ′(z)能简洁表示为 z的函数且表达式易于积分，如果 f ′(z)不是 z

的显式函数则无效.

3) 线积分法

方法描述：利用公式 v(x, y) =

∫ (x,y)

(x0,y0)

Å
−∂u
∂y

dx+
∂u

∂x
dy

ã
+C（已知 u时），路径需

在定义域内.

特点：通用性强，但路径选择影响计算量，且需保证路径不穿过奇点

需要注意的是，积分出来的结果一般含有待定的常数 C，不要忽略.C 的确定应当结合题目中

的条件

真题演练

以下面的题为例，展示三种方法的具体使用.

例题 3.6（2019年秋）v(x, y) = 2xy+3x是否可以作为解析函数的虚部？为什么？如果能，以

v为虚部构造一个解析函数 f(z)且 f(i) = 0

分析 题目先问 v 是否可以作为解析函数的虚部，事实上就是在问 v 满不满足 Laplace 方程，

是不是调和函数，带入 Laplace方程验证即可.本题中 v并不复杂，我们三种方式都使用，作

以示例.

解由于
∂v2

∂2x
= −∂v

2

∂2y
= 0，故 v 满足 Laplace方程，是调和函数，可以作为解析函数的虚部.

下面通过三种方法求出函数的实部.

方法一：偏积分法

由于 u, v满足柯西-黎曼方程，故可知
∂u

∂x
=
∂v

∂y
= 2x,

∂u

∂y
= −∂v

∂x
= −(2y + 3) = −2y − 3.

对左式作偏积分有

u(x, y) =

∫
2xdx = x2 + g(y),

将 u对 y求偏导并带入右式有
∂u

∂y
= g′(y) = −2y − 3.
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3.2 考点解析

积分后可得

g(y) =

∫
(−2y − 3)dy = −y2 − 3y + C,

其中 C 为常数.代入得实部：u(x, y) = x2 − y2 − 3y + C.利用 z = x+ iy简化：

f(z) = (x2 − y2 + 2ixy) + (−3y + 3ix) + C = (x+ iy)2 + 3i(x+ iy) + C = z2 + 3iz + C.

由条件 f(i) = 0：

f(i) = (i)2 + 3i(i) + C = −1 + 3i2 + C = −1− 3 + C = −4 + C = 0 =⇒ C = 4.

最终结果：

f(z) = z2 + 3iz + 4.

方法二：不定积分法

解析函数的导数为：

f ′(z) =
∂v

∂y
+ i

∂v

∂x
= 2x+ i(2y + 3).

将 f ′(z)表示为 z = x+ iy的函数：

2x+ i(2y + 3) = 2x+ 2iy + 3i = 2(x+ iy) + 3i = 2z + 3i.

积分求 f(z):

f(z) =

∫
(2z + 3i)dz = z2 + 3iz + C.

由条件 f(i) = 0：

f(i) = (i)2 + 3i(i) + C = −1− 3 + C = −4 + C = 0 =⇒ C = 4.

最终结果：

f(z) = z2 + 3iz + 4.

方法三：线积分法

实部 u(x, y)由线积分给出：

u(x, y) =

∫ (x,y)

(x0,y0)

Å
∂v

∂y
dx− ∂v

∂x
dy

ã
+ C∫ (x,y)

(x0,y0)

(2xdx− (2y + 3)dy) + C

易验证，积分的值与路径无关，故可任选路径.选择路径：从 (0, 0)到 (x, 0)（沿 x轴），再到

(x, y)（竖直线）.
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3.3 习题补充

第一段（(0, 0)到 (x, 0)，y = 0，dy = 0）：∫ (x,0)

(0,0)

(2xdx− (2y + 3)dy) =

∫ x

0

2xdx =
[
x2
]x
0
= x2.

第二段（(x, 0)到 (x, y)，x恒定，dx = 0）：∫ (x,y)

(x,0)

(2xdx− (2y + 3)dy) =

∫ y

0

−(2y + 3)dy =
[
−y2 − 3y

]y
0
= −y2 − 3y.

故 u(x, y) = x2 + (−y2 − 3y) + C = x2 − y2 − 3y + C.后同方法一，可得最终结果：

f(z) = z2 + 3iz + 4.

�
笔记从上面的解答过程中可以看到，针对本题，不定积分的过程最为简明.这是因为，本题需

要求的是解析函数本身，而并非实部.从此处可以看出，如需求解析函数本身，可以优先考虑

不定积分法，但前提是导数可化为 z的显式；如需求实部（或虚部），则可以优先考虑偏积分

法和线积分法，此时不定积分法相对复杂.

� 练习 3.6（2020年秋）求 u = x2 + 2xy − y2的共轭调和函数 v(x, y)，满足 v(0, 0) = 1

3.3 习题补充

1. 最大模原理

在闭区域内不恒为常数的解析函数的模的最大值只能在区域的边界上取得.

证明 由于 f(z)为 C 上及 C 内的解析函数，故 [f(z)]n也是 C 上及 C 内的解析函数，对

函数 [f(z)]n利用柯西积分公式有

[f(z)]n =
1

2πi

∮
C

[f(ξ)]ndξ

ξ − z

设M 为 |f(ξ)|在 C 上的最大值，L为 C 的常，d为 z到 C 的最短距离，则

|f(z)|n =

∣∣∣∣ 1

2πi

∮
C

[f(ξ)]ndξ

ξ − z

∣∣∣∣
≤ 1

2π

∮
C

|f(ξ)|n

|ξ − z|
dξ

≤ 1

2π

∮
C

Mn

d
dξ =

MnL

2πd

|f(z)| ≤M

Å
1

2πd

ã 1
n

在上式的右边令 n→ +∞得 |f(z)| ⩽M .
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第 4章 级数

4.1 主要内容

4.1.1 复数项级数

1. 复数列的极限与收敛

定义 4.1 (复数列的极限)

♣

设 {αn}为一复数列，其中 αn = an + ibn，又设 α = a + ib为一确定的复数.如果

任意给定 ε > 0，相应地能找到一个正数 N(ϵ)，使 |αn − α| < ε在 n > N 时成立，

那么 α称为复数列 {αn}当 n→ ∞时的极限，记作

lim
n→∞

αn = α

此时也称复数列 {αn}收敛于 α.

定理 4.1 (复数列收敛的充要条件)

♥

复数列 {αn}收敛于 α的充要条件是

lim
n→∞

an = a, lim
n→∞

bn = b

2. 复数项级数概念

定义 4.2 (复数项级数、复数项级数收敛及发散)

♣

设 {αn = an + ibn}为一复数列，表达式
∞∑
n=1

αn = α1 + α2 + ...+ αn + ...

称为无穷级数，其最前面 n项的和

sn = α1 + α2 + ...+ αn

称为级数的部分和.

如果部分和数列 {sn}收敛，那么级数
∞∑
n=1

αn 称为收敛，并且极限 lim
n→∞

sn = s称

为级数的和.如果数列 {sn}不收敛，那么级数
∞∑
n=1

αn称为发散.



4.1 主要内容

定理 4.2 (复数项级数收敛的充要条件)

♥

级数
∞∑
n=1

αn收敛的充要条件是级数
∞∑
n=1

an和
∞∑
n=1

bn都收敛.

由于级数
∞∑
n=1

an和
∞∑
n=1

bn收敛的必要条件为 lim
n→∞

an = 0和 lim
n→∞

bn = 0，从而推出

复数项级数
∞∑
n=1

αn收敛的必要条件是 lim
n→∞

αn = 0.

定理 4.3

♥
如果

∞∑
n=1

|αn|收敛，那么
∞∑
n=1

αn也收敛，且不等式

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

αn

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
n=1

|αn|成立.

定义 4.3 (绝对收敛与条件收敛)

♣

如果
∞∑
n=1

|αn|收敛，那么称级数
∞∑
n=1

αn为绝对收敛.

非绝对收敛的收敛级数称为条件收敛级数.

定理 4.4 (复数项级数绝对收敛的充要条件)

♥
级数

∞∑
n=1

αn绝对收敛的充要条件是级数
∞∑
n=1

an和
∞∑
n=1

bn都绝对收敛.

4.1.2 幂级数

1. 幂级数概念

定义 4.4 (复变函数项级数)
设 {fn(z)}(n = 1, 2, ...)为一复变函数序列，其中各项在区域 D内有定义.表达式

∞∑
n=1

fn(z) = f1(z) + f2(z) + ...+ fn(z) + ...

称为
:::::::::::::::::
复变函数项级数，记作

∞∑
n=1

fn(z).这级数的最前面 n项的和

sn(z) = f1(z) + f2(z) + ...+ fn(z)

称为这级数的
::::::::
部分和.

如果对于 D 内的某一点 z0，极限 lim
n→∞

sn(z0) = s(z0)存在，那么我们称复变函数

项级数
∞∑
n=1

fn(z)在 z0 收敛，而 s(z0)称为它的和.如果级数在 D内处处收敛，那
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4.1 主要内容

♣

么它的和一定是 z的一个函数 s(z)：

s(z) = f1(z) + f2(z) + ...+ fn(z) + ...

s(z)称为级数
∞∑
n=1

fn(z)的:::::::
和函数.

定义 4.5 (幂级数)

♣

当 fn(z) = cn−1z
n−1时，得到函数项级数的特殊情形.

∞∑
n=0

cnz
n = c0 + c1z + c2z

2 + ...+ cnz
n + ...

这种级数称为幂级数.

�
笔记当 fn(z) = cn−1(z − a)n−1时，函数项级数为

∞∑
n=0

cn(z − a)n = c0 + c1(z − a) + c2(z − a)2 + ...+ cn(z − a)n + ...

令 z − a = ζ，那么上式幂级数与定义中的幂级数形式相同. 为了研究方便，仅讨论
∞∑
n=0

cnz
n这一形式的幂级数.

定理 4.5 (Abel定理/幂级数的收敛定理)

♥

如果级数
∞∑
n=0

cnz
n在 z = z0( 6= 0)收敛，那么对满足 |z| < |z0|的 z，级数必绝对收

敛.如果在 z = z0级数发散，那么对满足 |z| < |z0|的 z，级数必发散.

2. 收敛圆和收敛半径

根据 Abel定理，幂级数的收敛情况无外乎以下三种：

(a). 对所有的正实数都是收敛的.根据 Abel定理，级数在复平面内处处绝对收敛.

(b). 对所有的正实数除 z = 0外都是发散的.级数在复平面内除原点外处处发散.

(c). 即存在使级数收敛的正实数，也存在使级数发散的正实数.发散与收敛的分解圆周

CR称为幂级数的:::::::
收敛圆.在收敛圆内部，级数绝对收敛；在收敛圆的外部，级数发

散.

收敛圆的半径 R称为
::::::::::
收敛半径.所以幂级数的收敛范围是以原点为中心的圆域.对

收敛圆的圆周上是收敛还是发散，需要进行具体分析.

3. 收敛半径的求法
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4.1 主要内容

定理 4.6 (比值法)

♥
如果 lim

n→∞

∣∣∣∣cn+1

cn

∣∣∣∣ = λ 6= 0，那么收敛半径 R =
1

λ
.

定理 4.7 (根值法)

♥
如果 lim

n→∞
n

»
|cn| = µ 6= 0，那么收敛半径 R =

1

µ
.

4. 幂级数的运算和性质

(a). 复变幂级数的有理运算

设

f(z) =
∞∑
n=0

anz
n, R = r1, g(z) =

∞∑
n=0

bnz
n, R = r2

那么以在原点为中心，半径为 R = min{r1, r2}的圆内，这两个幂级数可以像多项

式那样进行相加、相减、相乘，得到的幂级数的和函数就是 f(z)与 g(z)的和、差、

积.

和差：

f(z)± g(z) =
∞∑
n=0

anz
n ±

∞∑
n=0

bnz
n =

∞∑
n=0

(an ± bn)z
n, |z| < R

相乘：

f(z)g(z) = (
∞∑
n=0

anz
n)(

∞∑
n=0

bnz
n) =

∞∑
n=0

(anb0+an−1b1+an−2b2+...+a0bn)z
n, |z| < R

�
笔记在各种情形，所得到的幂级数的收敛半径大于或等于 min{r1, r2}.

比如，对于幂级数
∞∑
n=0

an

1 + an
zn =

∞∑
n=0

zn −
∞∑
n=0

1

1 + an
zn(0 < a < 1)

容易验证
∞∑
n=0

zn和
∞∑
n=0

1

1 + an
zn的收敛半径都等于 1，而

∞∑
n=0

an

1 + an
zn的收敛半径

R = lim
n→∞

∣∣∣∣ an

1 + an
/

an+1

1 + an+1

∣∣∣∣ = 1

a
> 1

也就是说，
∞∑
n=0

an

1 + an
zn自身的收敛圆域大于

∞∑
n=0

zn和
∞∑
n=0

1

1 + an
zn的公共收敛圆

域 |z| < 1.但应注意，使等式
∞∑
n=0

zn −
∞∑
n=0

1

1 + an
zn =

∞∑
n=0

an

1 + an
zn 成立的收敛圆

域仍应为 |z| < 1，不能扩大.

(b). 复变幂级数的代换（复合）运算
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4.1 主要内容

如果当 |z| < r时，f(z) =
∞∑
n=0

anz
n，又设在 |z| < R内 f(z)解析且满足 |g(z)| < r，

那么当 |z| < R时，f [g(z)] =
∞∑
n=0

an[g(z)]
n.

(c). 复变幂级数的性质

性质设幂级数
∞∑
n=0

cn(z − a)n的收敛半径为 R，那么

I. 它的和函数

f(z) =
∞∑
n=0

cn(z − a)n

是收敛圆：|z − a| < R内的解析函数.

II. f(z)在收敛圆内的导数可将其幂级数逐项求导得到，即

f ′(z) =
∞∑
n=1

ncn(z − a)n−1

III. f(z)在收敛圆内可以逐项积分，即∫
C

f(z)dz =
∞∑
n=0

cn

∫
C

(z − a)ndz

4.1.3 泰勒级数

1. 泰勒展开定理

如右图所示，设函数 f(z)在区域D内解析，而 |ζ−z0| = r

是D内以 z0为中心的任何一个圆周，它与它内部全含于

D，把它记作K.设 z为K内任一点，利用柯西积分公式，

并将函数展开为幂级数，有

f(z) =
1

2πi

∮
K

f(ζ)

ζ − z
dζ

=
N−1∑
n=0

[ 1

2πi

∮
K

f(ζ)dζ

(ζ − z0)n+1

]
(z − z0)

n

+
1

2πi

∮
K

[ ∞∑
n=N

f(ζ)

(ζ − z0)n+1
(z − z0)

n
]
dζ

z0

z

r
K

根据解析函数的高阶导数公式，可将上式写为

f(z) =
N−1∑
n=0

f (n)(z0)

n!
(z − z0)

n +RN(z)

其中

RN(z) =
1

2πi

∮
K

[ ∞∑
n=N

f(ζ)

(ζ − z0)n+1
(z − z0)

n
]
dζ

59



4.1 主要内容

可以证明（此处省略，参见课本 109页） lim
N→∞

RN(z) = 0在 K 内成立，因此

f(z) =
∞∑
n=0

f (n)(z0)

n!
(z − z0)

n (4.1)

圆周 K 的半径可以任意增大，只要 K 在 D内.设 z0 到 D的边界上各点最短距离为 d，

那么 f(z)在 z0 的泰勒展开式4.1在圆域 |z − z0| < d内成立.此时对于 f(z)在 z0 的泰勒

级数来说，它的收敛半径 R ≥ d.

定理 4.8 (泰勒展开定理)

♥

设 f(z)在区域D内解析，z0为D内的一点，d为 z0到D的边界上各点的最短距

离，那么当 |z − z0| < d时，

f(z) =
∞∑
n=0

cn(z − z0)
n

成立，其中 cn =
1

n!
f (n)(z0), n = 0, 1, 2, ...

注若 f(z)在 z0解析，那么使 f(z)在 z0的泰勒展开式成立的圆域的半径 R就等于从 z0

到 f(z)的距 z0的最近一个奇点 α之间的距离，即 R = |α− z0|.

注任何解析函数展开成幂级数的结果就是泰勒级数，因而是唯一的.

2. 泰勒展开方法

直接法：即直接将复变函数求出各阶导数、套用泰勒公式得到展开式.利用直接法，

可以求出以下几种函数的泰勒展开式.

ez = 1 + z +
z2

2!
+
z3

3!
+ ...+

zn

n!
+ ... (4.2)

sin z = z − z3

3!
+
z5

5!
− ...+ (−1)n

z2n+1

(2n+ 1)!
+ ... (4.3)

cos z = 1− z2

2!
+
z4

4!
− ...+

z2n

(2n)!
+ ... (4.4)

1

1 + z
= 1− z + z2 − ...+ (−1)nzn + ... (4.5)

间接展开法：利用已知函数的展开式，利用幂级数的运算性质和分析性质，以唯一

性为根据来得出泰勒展开式.

4.1.4 洛朗级数

讨论一个包含正幂项和负幂项的级数：
∞∑

n=−∞

cn(z − z0)
n (4.6)
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4.1 主要内容

其包括两个部分，即正幂项（包括常数项）部分：
∞∑
n=0

cn(z − z0)
n (4.7)

和负幂项部分：
∞∑
n=1

c−n(z − z0)
−n (4.8)

级数4.7是一个通常的幂级数，收敛范围是一个圆域.设其收敛半径为R2，那么当 |z−z0| <

R2时级数收敛.

对于级数4.8，令 ζ = (z − z0)
−1，则

∞∑
n=1

c−n(z − z0)
−n =

∞∑
n=1

c−nζ
n，对于 ζ 来说这是一个

通常的幂级数，设其收敛半径为R，当 |ζ| < R时，级数收敛.代回 ζ = (z− z0)−1，令R1 =
1

R
，

当且仅当 |ζ| < R时，|z − z0| > R1，此时级数收敛.即级数4.8在 |z − z0| > R1时收敛.

对于具有正负幂项的双边幂级数，当且仅当级数4.8和4.7都收敛时，双边幂级数才收敛.

因此：

当 R1 > R2时，级数4.8和4.7没有公共的收敛范围，故级数4.6处处发散；

当 R1 < R2 时，级数4.8和4.7的公共收敛范围是圆环域 R1 < |z − z0| < R2.在边界上可

能有些点收敛，有些发散.

性质可以证明，级数4.6在收敛圆环域内其和函数是解析的，而且可以逐项求积、逐项求导.

上述讨论了已知双边幂级数的收敛圆，以及其在收敛圆环域内和函数解析的性质.反过来，在

圆环域内解析的函数也一定能展开成级数.

定理 4.9 (洛朗级数的展开式)

♥

设 f(z)在圆环域 R1 < |z − z0| < R2内处处解析，那么

f(z) =
∞∑

n=−∞

cn(z − z0)
n (4.9)

其中

cn =
1

2πi

∮
C

f(ζ)

(ζ − z0)n+1
dζ, (n = 0,±1,±2, ...) (4.10)

C 为圆环域内绕 z0的任何一条正向简单闭曲线. 公式4.9称为函数 f(z)在以 z0为中心的

圆环域 R1 < |z− z0| < R2内的洛朗展开式.级数中正整次幂部分和负整次幂部分分别称

为洛朗级数的解析部分和主要部分.�
笔记一个在某一圆环域内解析的函数展开为含有正、负幂项的级数是唯一的，这个级数

就是 f(z)的洛朗级数.

然而，在实际求函数的洛朗展开式时，一般不使用4.10，而是像求函数的泰勒展开式那样，

采用间接展开法，会更加简便.展开方法与实例见考点解析部分.
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4.2 考点解析

定理 4.10 (公式4.10在计算积分中的应用)

♥

在公式4.10中，令 n = −1，得 ∮
c

f(z)dz = 2πic−1

C 为圆环域 R1 < |z − z0| < R2内任何一条简单闭曲线,f(z)在此圆环域内解析.�
笔记这一定理，可将积分的计算转化为被积函数的洛朗展开式中的 z 的负一次幂项的

系数 c−1.

4.2 考点解析

4.2.1 求幂级数的收敛半径

1. 给定常规级数

利用实数项级数的比值法与根值法可以得到两个求幂级数收敛半径的公式，即

R = lim
n→∞

∣∣∣∣ cncn−1

∣∣∣∣ , R = lim
n→∞

1
n
√

|cn|
包括极限为 +∞的情形.

2. 给定缺项级数

在遇到诸如
∞∑
n=0

cnz
2n等这样的缺项级数时，不能直接套用这两个公式。在解题时，应使

用实数项级数的比值判别法、根值判别法求解收敛半径。

3. 根据条件收敛求收敛半径

结论若级数
∞∑
n=0

an(z − z0)
n在 z1条件收敛，则该级数的收敛半径为 |z0 − z1|.

证明 根据 Abel定理，若级数
∞∑
n=0

an(z − z0)
n在 z1条件收敛，则满足 |z − z0| < z1的一

切点 z，级数绝对收敛.另一方面，对于满足 |z − z0| > z1的点都不可能使该幂级数级数

收敛.否则，根据 Abel定理，该幂级数在 z = z1 点应绝对收敛，这与已知条件相矛盾.

综上，该级数的收敛半径为 |z0 − z1|.

4. 根据和函数求收敛半径

根据 Abel定理，泰勒展开的收敛半径是展开点到最近一个奇点的距离。当和函数给定

时，我们就可通过找出离展开点最近的奇点来直接求出收敛半径。

例题 4.1（2023年期末）若
∞∑
n=0

cn(z − 2i)n在
√
3 + i处条件收敛，则

∞∑
n=0

n

n+ 1
cnz

n的收敛半

径是 2 .

解 根据题意及上述结论，
∞∑
n=0

cn(z − 2i)n 在
√
3 + i 处条件收敛 ⇐⇒ R = lim

n→∞

∣∣∣∣ cncn+1

∣∣∣∣ =
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4.2 考点解析

|
√
3 + i− 2i| = 2，而

∞∑
n=0

n

n+ 1
cnz

n的收敛半径

R1 = lim
n→∞

∣∣∣∣∣ n
n+1

cn
n+1
n+2

cn+1

∣∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣ cncn+1

∣∣∣∣ rt = 2

例题 4.2（2017年 B卷）级数
∞∑
n=1

n!

nn
z2n−1的收敛半径为

√
e .

解在我们的级数中，通项是 an =
n!

nn
z2n−1。为了应用比值法，我们计算：

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣(n+ 1)!/(n+ 1)n+1 · z2(n+1)−1

n!/nn · z2n−1

∣∣∣∣∣ = nn

(n+ 1)n
· |z|2 =

Å
1− 1

n+ 1

ãn
|z|2

lim
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = lim
n→∞

Å
1− 1

n+ 1

ãn

|z|2 = |z|2

e

根据比值法，级数收敛当：

|z|2

e
< 1 =⇒ |z|2 < e =⇒ |z| <

√
e

因此，收敛半径 R =
√
e.

例题 4.3 （2020 期末）幂级数
+∞∑
n=0

an(z + 1)n =
sin(z + i)

(z +
√
3 i)(z2 + 1)5(1− cos z)

的收敛半径为

1 。

解函数
sin(z + i)

(z +
√
3 i)(z2 + 1)5(1− cos z)

的奇点是使分母为零的点 z = −
√
3i，z = i或 z = −i，

z = 2kπ（k ∈ Z，整数）.经比较，z = ±i是最近奇点.故收敛半径为 1.

� 练习 4.1 若级数
+∞∑
n=0

an(z − z0)
n 在 z1 处条件收敛，则级数

+∞∑
n=0

nan
n+ 1

(z − z0)
n 的收敛半径

为 .

� 练习 4.2幂级数
∞∑
n=1

n5 + 1

2n
zn的收敛半径 R = .

4.2.2 将函数展开为泰勒级数

根据所给函数特点的不同，将函数展开为泰勒级数有以下几个常见方法：

1. 利用复合运算的性质——变量代换法

当所给函数形式和已知展开式的函数形式相近时，可引入新变量作变量代换，使函数在

变换后符合可展开的形式。

例题 4.4将函数 f(z) =
1

(z + 3)2
在 z = 1处展开为幂级数，并指出它的收敛半径.
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4.2 考点解析

解首先求出收敛半径。函数 f(z)距离展开点最近的奇点为 z = −3，因此收敛半径R = 4，

收敛域 |z − 1| < 4.

由于所给函数属于二项式函数 (形式为 (1 + x)α，α = −2)，为了利用二项展开式，我们

令 ζ =
z − 1

4
，则有

f(z) =
1

(z + 3)2
=

1

16
· 1

(1 + z−1
4
)2

=
1

16
· 1

(1 + ζ)2

那么，当 |ζ| < 1，即 |z − 1| < 4时，

f(z) =
1

16

[
1− 2

(z − 1

4

)
+

2 · 3
2!

(z − 1

4

)2

− 2 · 3 · 4
3!

(z − 1

4

)3

+ ...
]

=
1

16

[
1− 1

2
(z − 1) +

3

16
(z − 1)2 − 1

16
(z − 1)3 + ...

]
, R = 4

2. 利用代数运算的性质

当函数可拆成已知展开式的函数的和差或积商，就可以将展开式相加减/相乘/相除。

例题 4.5和差的情况 将函数 f(z) =
z2 + 7z + 18

(z + 4)2(z − 2)
展开为 z 的幂级数，并指出它的收

敛半径.�
笔记所给函数 f(z)是一有理分式，对于这类函数应将它分解为部分分式，利用二项展

开式和等比级数将各项分别展开后，再利用幂级数的加减法运算就可求得它的幂级数展

开式.

解由于

f(z) =
z2 + 8z + 16− z + 2

(z + 4)2(z − 2)
=

1

z − 2
− 1

(z + 4)2
,

而
1

z − 2
= − 1

2
(
1− z

2

)
= −1

2

Å
1 +

z

2
+
z2

4
+ · · ·+ zn

2n
+ · · ·

ã
= −1

2

∞∑
n=0

zn

2n
, |z| < 2,
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4.2 考点解析

− 1

(z + 4)2
= − 1

16
· 1(

1 + z
4

)2
= − 1

16

ï
1− 2

(z
4

)
+

2 · 3
2!

(z
4

)2

− 2 · 3 · 4
3!

(z
4

)3

+ · · ·

+(−1)n
2 · 3 · · · (n+ 1)

n!

(z
4

)n

+ · · ·
ò

= − 1

16

ï
1− 2

(z
4

)
+ 3

(z
4

)2

− 4
(z
4

)3

+ · · ·+ (−1)n(n+ 1)
(z
4

)n

+ · · ·
ò

=
1

16

∞∑
n=0

(−1)n+1(n+ 1)
(z
4

)n

, |z| < 4,

所以

f(z) =
∞∑
n=0

Å
− 1

2n+1

ã
zn +

∞∑
n=0

(−1)n+1(n+ 1)
zn

22(n+2)

=
∞∑
n=0

ï
(−1)n+1(n+ 1)

22n+4
− 1

2n+1

ò
zn, |z| < 2.

根据泰勒展开定理，R 应等于展开中心 z0 = 0 到 f(z) 的最近奇点 z = 2 的距离，故

R = 2.

例题 4.6积的情况 求函数 ez sin z在 z = 0处的泰勒展开式．

解由于给定函数是 ez 与 sin z的乘积，所以，将这两个函数展开式直接相乘即可得到所

求函数的展开式．事实上，

ez = 1 + z +
z2

2!
+
z3

3!
+ · · ·+ zn

n!
+ · · · , |z| < +∞,

sin z = z − z3

3!
+
z5

5!
− z7

7!
+ · · ·+ (−1)n

z2n+1

(2n+ 1)!
+ · · · , |z| < +∞,

所以，

ez sin z = z + z2 +
z3

3
− z5

30
+ · · · , |z| < +∞.

注（1）求两个幂级数的乘积，关键在于正确求得乘积级数的系数．为保证不至于发生

错误，乘积系数可采用对角线方法．

对角线方法即柯西乘积定理，指的是对两个级数
∞∑
n=0

an和
∞∑
n=0

bn，其乘积可以表示为

( ∞∑
n=0

an

)
·
( ∞∑

n=0

bn

)
=

∞∑
n=0

cn
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4.2 考点解析

其中

c0 = a0b0;

c1 = a0b1 + a1b0;

c2 = a0b2 + a1b1 + a2b0;

...

cn =
n∑

k=0

akbn−k = a0bn + a1bn−1 + ...+ anb0;

用图像表示 cn的式子，如图所示：

a0

a1

a2

...

b0 b1 b2 · · ·

a0b0 a0b1 a0b2

a1b0 a1b1 a1b2

a2b0 a2b1 a2b2a2b0

（2）两个幂级数相乘（或相除）后得到的级数通项一般很难求得，解题时求出前几项或

题目要求的前几项即可．

例题 4.7商的情况 求 tan z在 z = 0处的泰勒展开式到含 z7的项.�
笔记我们已知 sin z和 cos z的展开式，而 tan z = sin z/ cos z，但是用幂级数的除法求函

数的幂级数展开式常常比较麻烦，此处我们使用待定系数法.

解 z =
π

2
是 tan z 离展开中心 z = 0最近的一个奇点，所以它可以在区域 |z| <

π

2
内展

开为幂级数．设

tan z = c1z + c3z
3 + c5z

5 + c7z
7 + · · ·

（奇函数的幂级数只含 z 的奇次幂，偶函数的的幂级数只含 z 的偶次幂），而 sin z =

tan z cos z，故有

z − z3

3!
+
z5

5!
− z7

7!
+ · · · =

(
c1z + c3z

3 + c5z
5 + c7z

7 + · · ·
)
·
Å
1− z2

2!
+
z4

4!
− z6

6!
+ · · ·

ã
= c1z +

(
c3 −

c1
2!

)
z3 +

(
c5 −

c3
2!

+
c1
4!

)
z5 +

(
c7 −

c5
2!

+
c3
4!

− c1
6!

)
z7 + · · · ,
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4.2 考点解析

比较等式两边同次幂的系数得

c1 = 1,

c3 −
c1
2!

= − 1

3!
=⇒ c3 =

1

2
− 1

6
=

1

3
,

c5 −
c3
2!

+
c1
4!

=
1

5!
=⇒ c5 =

2

15
,

c7 −
c5
2!

+
c3
4!

− c1
6!

= − 1

7!
=⇒ c7 =

17

315
, · · ·

所以

tan z = z +
1

3
z3 +

2

15
z5 +

17

315
z7 + · · · , |z| < π

2
.

3. 利用分析运算的性质——逐项求导/求积分法

当函数是已知展开式函数的导数/积分，就可以对展开式逐项求导/求积分。

例题 4.8把函数 1

(1 + z)2
展开成 z的幂级数．

解由于函数
1

(1 + z)2
在单位圆周 |z| = 1上有一奇点 z = −1，而在 |z| < 1内处处解

析，所以它在 |z| < 1内可展开成 z的幂级数．由
1

1 + z
= 1− z + z2 − · · ·+ (−1)nzn + · · · , |z| < 1.

把上式两边逐项求导，即得所求的展开式：
1

(1 + z)2
= 1− 2z + 3z2 − 4z3 + · · ·+ (−1)n−1nzn−1 + · · · , |z| < 1.

4. 利用函数与导数间的关系求出前若干项系数

例题 4.9求函数 e
1

1−z 在 z = 0处的 Taylor级数（展开到 z3项），并指出它的收敛半径.�
笔记若令 u =

z

1− z
，则 e

1
1−z = e · e

z
1−z = e eu. 由于 u =

z

1− z
可以展开为 z 的幂级数，

eu又可展开为 u的幂级数，因此，只要将前者代入后者并合并 z的同次幂系数就可以得

到原函数的泰勒展开式. 所以本题可以用变量代换法来求. 另一方面，若令 f(z) = e
1

1−z，

将它两边求导并注意到该函数导数仍含指数函数的特点，可望得到 f(z)各阶导数之间

的递推关系，从而得到它的各阶导数并算出泰勒系数 cn. 因此，本题也可以利用直接方

法来求.
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4.2 考点解析

解 [变量代换法]令 u =
z

1− z
，则

e
1

1−z = e eu = e

Å
1 + u+

u2

2!
+
u3

3!
+ · · ·

ã
= e

ñ
1 +

z

1− z
+

1

2!

Å
z

1− z

ã2
+

1

3!

Å
z

1− z

ã3
+ · · ·

ô
= e

ï
1 +

(
z + z2 + z3 + · · ·

)
+

1

2!

(
z + z2 + z3 + · · ·

)2
+
1

3!

(
z + z2 + z3 + · · ·

)3
+ · · ·

ò
= e

Å
1 + z +

3

2!
z2 +

13

3!
z3 + · · ·

ã
, |z| < 1

收敛半径显然为 1. 从计算过程中不难发现，若要求展开式中的项数越多，则系数的计

算越困难！

解 [求导递推法]设 f(z) = e
1

1−z，求导得 f ′(z) =
1

(1− z)2
e

1
1−z，从而有

(1− z)2f ′(z) = f(z).

对上式逐次求导，可得：

(1− z)2f ′′(z) + (2z − 3)f ′(z) = 0,

(1− z)2f ′′′(z) + (4z − 5)f ′′(z) + 2f ′(z) = 0,

· · · · · ·

由于 f(0) = e，代入上列各式可得：

f ′(0) = e, f ′′(0) = 3e, f ′′′(0) = 13e, · · ·

从而得所求函数的泰勒展开式：

e
1

1−z = e

Å
1 + z +

3

2!
z2 +

13

3!
z3 + · · ·

ã
, |z| < 1.

用这种方法不难求出它含 z的更高次幂的泰勒展开式.

4.2.3 将函数展开为洛朗级数

虽然我们在课本中学习了洛朗级数展开式系数公式，在许多情况下，一个函数的洛朗展

开式不是利用系数公式算出系数来得到，而是用函数性质所启示的代数运算来求得的．特别

是在将有理分式展开时，先把该分式用部分分式来表示，然后用二项展开式把各种各样分母

的分式展开成适当形式的级数．这样做，往往感到便利．

例题 4.10（2020期末）将 f(z) =
1

(z2 − 1)2
在 |z − 1| > 2内展开成以 z = 1为中心的 Laurent

级数。
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4.2 考点解析

解由于 |z − 1| > 2等价于
∣∣∣∣ 2

z − 1

∣∣∣∣ < 1，且

f(z) =
1

(z2 − 1)2
=

1

(z − 1)2
· 1

(z + 1)2
=

1

(z − 1)4
· 1

(1 + 2
z−1

)2

令 ζ = − 2

z − 1
，则

1

(1 + 2
z−1

)2
=

1

(1− ζ)2
=

( 1

1− ζ

)′
=

∞∑
n=0

(n+ 1)ζn =
∞∑
n=0

(n+ 1)(−2)n

(z − 1)n

因此

f(z) =
∞∑
n=0

(n+ 1)(−2)n

(z − 1)n+4
, |z − 1| > 2.

� 练习 4.3（2021期末）求函数 f(z) =
2(z + 1)

z2 + 2z − 3
在以 z = 0为中心，由它的奇点互相隔开的

不同圆环域内的洛朗展开式.

解 1. 当 0 < |z| < 1时：

f(z) =
∞∑
n=0

Å
(−1)n

3n+1
− 1

ã
zn

2. 当 1 < |z| < 3时：

f(z) =
∞∑
n=0

(−1)n

3n+1
zn +

−∞∑
n=−1

zn

3. 当 |z| > 3时：

f(z) =
∞∑
n=1

(−3)n−1 + 1

zn

� 练习 4.4（2022期末）把函数 f(z) =
1

(z − 2)(z − 3)2
在圆环域 0 < |z − 2| < 1内展开成洛朗

级数.

解 f(z) =
1

z − 2
+

∞∑
n=0

(n+ 2)(z − 2)n, 0 < |z − 2| < 1.

4.2.4 求幂级数的和函数

对于这类题型，关键在于掌握几个关键函数（ez, ln(1 + z),
1

1 + z
等）的展开式，并对所

给幂级数的变量进行转换，使其符合我们所熟悉的展开式形式.

例题 4.11（2024年期末）幂级数
∞∑
n=1

z2n+1

n!
的和函数为（A）

A. z(ez2 − 1)

B. z(e2z − 1)

C. zez2 − 1
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4.3 习题补充

D. ze2z − 1

解根据指数函数的麦克劳林展开式

ez
2

=
∞∑
n=0

(z2)n

n!
=

∞∑
n=0

z2n

n!
=⇒ ez

2 − 1 =
∞∑
n=1

z2n

n!

两边同乘 z
∞∑
n=1

z2n+1

n!
= z ·

Ä
ez

2 − 1
ä

因此，幂级数
∞∑
n=1

z2n+1

n!
的和函数为 z(ez

2 − 1)，对应选项 A。

例题 4.12（2022年期末）求幂级数
∞∑
n=1

(3n − 1)zn−1的和函数 s(z) = .

解所求幂级数可拆分成两级数之和，使得两级数都是等比级数
∞∑
n=1

(3n − 1)zn−1 =
∞∑
n=1

3nzn−1 −
∞∑
n=1

zn−1

分别计算两等比级数的和
∞∑
n=1

3nzn−1 =
∞∑
k=0

3k+1zk = 3
∞∑
k=0

(3z)k =
3

1− 3z

∞∑
n=1

zn−1 =
∞∑
k=0

zk =
1

1− z

将两等比级数的和相加，得

s(z) =
3

1− 3z
+

1

1− z
=

2

(1− 3z)(1− z)

收敛域为 |z| < 1

3
.

4.3 习题补充

例题 4.13将 ez cos z和 ez sin z展开为 z的幂级数.�
笔记由于 ez, cos z 与 sin z 的在 z = 0处的泰勒展开式是已知的,因此,我们可以采用幂级数的

乘法求得 ez cos z 与 ez sin z 的关于 z 的幂级数. 但是,我们知道,幂级数乘法计算较复杂,难以

求得通项系数 cn的一般表达式。

因此,根据题中的两个函数的形式,将第二个函数乘以 i与第一个函数相加减,通过欧拉公

式 eiz = cos z + i sin z 得到 ez cos z ± iez sin z = eze±iz = e(1±i)z. 因而直接用指数函数的幂级数

展开式先求得上式右端的幂级数展开式,从而易得所给函数的幂级数.
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4.3 习题补充

解由于

ez(cos z + i sin z) = e(1+i)z

=
∞∑
n=0

((1 + i)z)n

n!
= 1 +

√
2ei

π
4 z +

∞∑
n=2

(
√
2)nei

nπ
4

n!
zn,

同理

ez(cos z − i sin z) = e(1−i)z

=
∞∑
n=0

(1− i)nzn

n!
= 1 +

√
2e−iπ

4 z +
∞∑
n=2

(
√
2)ne−inπ

4

n!
zn.

两式相加并除以 2,得

ez cos z = 1 +
√
2 cos

π

4
z +

∞∑
n=2

(
√
2)n cos nπ

4

n!
zn, |z| < +∞.

两式相减并除以 2i,得

ez sin z =
√
2 sin

π

4
z +

∞∑
n=2

(
√
2)n sin nπ

4

n!
zn, |z| < +∞.

因此，在遇到含有指数与三角函数的乘法幂级数展开时，可以利用 eikz = cos kz + i sin kz

来求出通项.

例题 4.14求函数 f(z) =
z sin z

(1− ez)3
在圆环域 0 < |z| < 2π内洛朗级数的主要部分.

�
笔记 f(z)距展开中心 z = 0最近的极点是 ±2πi，它们都位于圆环域 0 < |z| < 2π 的外边界

|z| = 2π上，故可将 f(z)在此圆环域内展开为洛朗级数. 利用 sin z 与 ez 在 z = 0的泰勒展开

式以及幂级数的除法（或待定系数法）就可以求出 f(z)的洛朗展开式. 由于题目只要求出它

的主要部分,因此,我们只要关心负幂项的部分,而不必求出正幂项部分的具体表达式.

在下一章中，我们将利用洛朗级数的 c−1系数求留数.这种方法为我们提供了计算的方便.

解将 sin z与 ez 在 z = 0处的泰勒展开式代入 f(z)的表达式中,得

f(z) =
z
Ä
z − z3

3!
+ z5

5!
− z7

7!
+ · · ·

ä
−
Ä
z + z2

2!
+ z3

3!
+ z4

4!
+ · · ·

ä3
= −1

z

î
1− z2

3!
+ z4

5!
− z6

7!
+ · · ·

óîÄ
1 + z

2!
+ z2

3!
+ z3

4!
+ · · ·

äó3
容易知道,右端方括号内的分子与分母都是在复平面内收敛的幂级数,因而它们的和函数在复

平面内解析. 又分母在 z = 0处不为零,因此,方括号内部分收敛于一个在 z = 0解析的函数,

故必可展开为幂级数 1 + c1z + c2z
2 + · · ·+ cnz

n + · · ·. 从而可知

f(z) = −1

z
− c1 − c2z − c3z

2 − · · ·
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4.3 习题补充

它的主要部分是 −1

z
.
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第 5章 留数

5.1 主要内容

5.1.1 孤立奇点

定义 5.1 (孤立奇点)

♣

如果函数 f(z)虽在 z0 不解析，但在 z0 的某一个去心邻域 0 < |z − z0| < δ 内处处解析，

那么称 z0为 f(z)的孤立奇点.

1. 孤立奇点的分类

(a). 可去奇点

定义 5.2 (可去奇点)

♣

如果在洛朗级数中不含 z − z0 的负幂项，那么孤立奇点 z0 称为 f(z)的可去

奇点.

�
笔记此时 f(z)在 z0的去心邻域内的洛朗级数是一普通幂级数

∞∑
n=0

cnz
n，这个幂函

数的和函数 F (z)是在 z0解析的函数，且

F (z) =

f(z) z 6= z0

c0 z = z0

(5.1)

由于 lim
z→z0

f(z) = lim
z→z0

F (z) = F (z0) = c0，所以无论 f(z)在 z0原本是否有定义，如

果我们令 f(z0) = c0，那么在圆域 |z − z0| < δ内 f(Z) =
∞∑
n=0

cnz
n，从而 f(z)在 z0

就是解析的.因此 z0称为可去奇点.

(b). 极点

定义 5.3 (极点)
如果在洛朗级数中只有有限多个 z − z0 的负幂项，且其中关于 (z − z0)

−1 的

最高幂为 (z − z0)
−m，即

f(z) = c−m(z−z0)−m+ ...+c−1(z−z0)−1+c0+c1(z−z0)+ ...(m ≥ 1, c−m 6= 0)

(5.2)

那么孤立奇点 z0称为函数 f(z)的m级极点.



5.1 主要内容

♣

而式5.2也可表示为

f(z) =
1

(z − z0)m
g(z) (5.3)

其中

g(z) = c−m + c−m+1(z − z0) + c−m+2(z − z0)
2 + ...

在 |z − z0| < δ内是解析的函数，且 g(z0) 6= 0.反过来，当任何一个函数 f(z)

能表示成5.3的形式，且 g(z0) 6= 0时，那么 z0是 f(z)的m级极点.

(c). 本性奇点

定义 5.4

♣

如果在洛朗级数中含有无限多个 z− z0的负幂项，那么孤立奇点 z0称为函数

f(z)的本性奇点.

综上所述，


z0为f(z)的可去奇点 ⇐⇒ lim

z→z0
f(z)存在且有限；

z0为f(z)的极点 ⇐⇒ lim
z→z0

f(z) = ∞

z0为f(z)的本性奇点 ⇐⇒ lim
z→z0

f(z)不存在且不为∞
2. 函数的零点与极点的关系

定义 5.5 (函数的零点)

♣

不恒等于零的解析函数 f(z)如果能表示成

f(z) = (z − z0)
mφ(z)

其中 φ(z)在 z0 解析并且 φ(z) 6= 0，m为某一正整数，那么 z0 称为 f(z)的 m级

零点.

�
笔记可以证明，f(z)在 z0的去心邻域内不为零，只在 z0等于零.

也即，
:::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::
一个不恒为零的解析函数的零点是孤立的.

定理 5.1 (m级零点的充要条件)

♥

如果 f(z)在 z0解析，那么 z0为 f(z)的m级零点的充要条件是

f (n)(z0) = 0(n = 0, 1, 2, ...,m− 1), fm(z0) 6= 0

定理 5.2 (函数的零点与极点的关系)

♥
如果 z0是 f(z)的m级极点，那么 z0就是

1

f(z)
的m级零点.反过来也成立.
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5.1 主要内容

3. 函数在无穷远点的性态

定义 5.6 (无穷远的孤立奇点)

♣

如果函数 f(z)在无穷远点 z = ∞的去心邻域 R < |z| < +∞内解析，那么称点∞

为 f(z)的孤立奇点.

�
笔记作变换 t =

1

z
，就可以把在去心邻域 R < |z| < +∞内对函数 f(z)的研究化为在去

心邻域 0 < |t| < 1

R
内对函数 φ(t)的研究.显然 φ(t)在去心邻域 0 < |t| < 1

R
内是解析

的，所以 t = 0是 φ(t)的孤立奇点.

我们规定，如果 t = 0是 φ(t)的可去奇点、m级极点或本性奇点，那么 z = ∞是 f(z)

的可去奇点、m级极点或本性奇点. 将 f(z)展开，有

f(z) =
∞∑
n=1

c−nz
−n + c0 +

∞∑
n=1

cnz
n (5.4)

代入变换 t =
1

z
，有 φ(t)在圆环域 0 < |t| < 1

R
的洛朗级数：

φ(t) =
∞∑
n=1

c−nt
n + c0 +

∞∑
n=1

cnt
−n (5.5)

根据第一节中对奇点的分析，对级数5.5分析，再对应到级数5.4，有：

如果在级数5.4中：


不含正幂项，那么z = ∞是f(z)的可去奇点；

含有有限多的正幂项，且zm为最高正幂，那么z = ∞是f(z)的m级极点；

含有无穷多的正幂项，那么z = ∞是f(z)的本性奇点

5.1.2 留数

1. 留数的定义及留数定理

定义 5.7 (留数)

♣

留数指解析函数 f(z)沿着某一圆环域 0 < |z − z0| < R内包围某一孤立奇点 z0的

任一正向简单闭曲线的积分值除以 2πi.即

Res[f(z), z0] =
1

2πi

∮
C

f(z)dz (5.6)

也就是说，f(z)在 z0 的留数就是 f(z)在以 z0 为中心的圆环域内的洛朗级数中负

幂项 c−1(z − z0)
−1的系数.
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5.1 主要内容

定理 5.3 (留数定理)

♥

设函数 f(z)在区域D内除有限个孤立奇点 z1, z2, ..., zn外处处解析.C是D内包围

诸奇点的一条正向简单闭曲线，那么∮
C

f(z)dz = 2πi
n∑

k=1

Res[f(z), zk]

�
笔记利用这个定理，求沿封闭曲线 C 的积分，就转化为求被积函数在 C 中的各孤立奇

点处的留数.

2. 留数的计算规则

(a). 如果 z0是 f(z)的可去奇点，那么 c−1 = 0.

(b). 如果 z0是 f(z)的本性奇点，那么只能将 f(z)在 z0展开为洛朗级数.

(c). 如果 z0是 f(z)的极点，有以下几个特殊情况下的规则：

I. 如果 z0为 f(z)的一级极点，那么

Res[f(z), z0] = lim
z→z0

(z − z0)f(z)

II. 如果 z0为 f(z)的 m级极点，那么

Res[f(z), z0] =
1

(m− 1)!
lim
z→z0

dm−1

dzm−1
{(z − z0)

mf(z)}

III. 设 f(z) =
P (z)

Q(z)
，P (z)及Q(z)在 z0都解析，如果 P (z) 6= 0,Q(z) = 0,Q′(z) 6= 0，

那么 z0为 f(z)的一级极点，而

Res[f(z), z0] =
P (z0)

Q′(z0)

3. 在无穷远点的留数

定义 5.8 (留数)

♣

如果函数 f(z)在圆环域 R < |z| < +∞内解析，C 为这圆环域内绕原点的任何一

条正向简单闭曲线，那么积分
1

2πi

∮
C−

f(z)dz

的值与 C 无关，我们称此定值为 f(z)在∞的留数，记作

Res[f(z),∞] =
1

2πi

∮
C−

f(z)dz

注这里积分路线的方向是负的，也就是取顺时针的方向.

�
笔记由 Res[f(z),∞] =

1

2πi

∮
C−

f(z)dz = − 1

2πi

∮
C

f(z)dz = −c−1，知 f(z)在∞点的留

数等于它在∞点的去心邻域 R < |z| < +∞内洛朗展开式中 c−1的系数变号.
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5.1 主要内容

定理 5.4 (无穷远点留数计算定理)

♥

如果函数 f(z)在扩充复平面内只有有限个孤立奇点，那么 f(z)在所有各奇点（包

括∞点）的留数的总和必等于零.

定理 5.5 (无穷远点留数计算规则)

♥
Res[f(z),∞] = −Res

[
f(

1

z
) · 1

z2
, 0
]

定理5.4与5.5为我们提供了计算函数沿闭曲线积分的又一种方法。在很多情况下，它比

展开洛朗级数的方法更简便。

5.1.3 留数在定积分计算上的应用

1. 形如
∫ 2π

0

R(cos θ, sin θ)dθ的积分

令 z = eiθ，则 dz =
dθ

iz
，

sin θ =
1

2i
(eiθ − e−iθ) =

z2 − 1

2iz
, cos θ =

1

2
(eiθ + e−iθ) =

z2 + 1

2z

从而，原积分化为沿正向单位圆周的积分∫ 2π

0

R(cos θ, sin θ)dθ =

∮
|z|=1

R
[z2 + 1

2z
,
z2 − 1

2iz

]dz
iz

=

∮
|z|=1

f(z)dz

其中 f(z)为 z的有理函数，且在单位圆周 |z| = 1上分母不为零，满足留数定理的条件.

因此，根据留数定理：∫ 2π

0

R(cos θ, sin θ)dθ =

∮
|z|=1

f(z)dz = 2πi
n∑

k=1

Res[f(z), zk]

其中 zk 为包含在单位圆周 |z| = 1内的 f(z)的孤立奇点.

2. 形如
∫ ∞

−∞
R(x)dx的积分

当被积函数 R(x)是 x的有理函数，而分母的次数至少比分子的次数高二次，并且 R(z)

在实轴上没有孤立奇点时，积分是存在的.

设

R(z) =
zn + a1z

n−1 + ...+ an
zm + b1zm−1 + ...+ bm

, m− n ≥ 2

为一已约分式.
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5.1 主要内容

取如图所示的积分路线.其中，CR是以原点为中心，R为

半径的在上半平面的半圆周.取 R适当大，使 R(z)所有

的在上半平面内的极点 zk 都包在这积分路线内. 根据留

数定理：∫ R

−R

R(x)dx+

∫
CR

R(z)dz = 2πi
∑

Res[R(z), zk]

y

x
O−R R

CR

z1z3
z2

可以证明：|R(z)| < 2

|z|2
.因此，在半径 R充分大的 CR上，有∣∣∣ ∫

CR

R(z)dz
∣∣∣ ≤ ∫

CR

|R(z)|ds ≤ 2

R2
· πR =

2π

R

所以，当 R → +∞时，
∫
CR

R(z)dz → 0，从而∫ ∞

−∞
R(x)dx = 2πi

∑
Res[R(z), zk]

3. 形如
∫ ∞

−∞
R(x)eαixdx(α > 0)的积分

当被积函数 R(x)是 x的有理函数，而分母的次数至少比分子的次数高一次，并且 R(z)

在实轴上没有孤立奇点时，积分是存在的.和第二种积分类似，∫ R

−R

R(x)eαixdx+

∫
CR

R(z)eαizdz = 2πi
∑

Res[R(z)eαiz, zk]

可以证明：|R(z)| < 2

|z|
.因此，在半径 R充分大的 CR上，有∣∣∣ ∫

CR

R(z)eαizdz
∣∣∣ ≤ ∫

CR

|R(z)||eαiz|ds ≤ 2π

αR
(1− e−αR)

所以，当 R → +∞时，
∫
CR

R(z)dz → 0，从而∫ ∞

−∞
R(x)eαixdx = 2πi

∑
Res[R(z)eαiz, zk]

或 ∫ ∞

−∞
R(x) cosαxdx+ i

∫ ∞

−∞
R(x) sinαxdx = 2πi

∑
Res[R(z)eαiz, zk]

5.1.4 对数留数与辐角原理 *

1. 对数留数

定义 5.9 (对数留数)
我们把具有以下形式的积分：

1

2πi

∮
C

f ′(z)

f(z)
dz
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5.2 考点解析

♣

称为 f(z)关于曲线 C 的对数留数.事实上，对数留数就是函数 f(z)的对数的导数
f ′(z)

f(z)
在它位于 C 内的孤立奇点处的留数的代数和.

定理 5.6 (对数留数定理)

♥

如果 f(z)在简单闭曲线 C 上解析且不为零，在 C 的内部除去有限个极点以外也

处处解析，那么
1

2πi

∮
C

f ′(z)

f(z)
dz = N − P

其中 N 为 f(z)在 C 内零点的总个数，P 为 f(z)在 C 内极点的总个数，且 C 取

正向.在计算零点与极点的个数时，m级的零点或极点算作m个零点或极点.

2. 辐角原理

定理 5.7 (辐角原理)

♥

如果 f(z)在简单闭曲线 C 上与 C 内解析，且在 C 上不等于零，那么 f(z)在 C 内

零点的个数等于
1

2π
乘以当 z沿 C 的正向绕行一周时 f(z)的辐角的改变量。

3. Rouché定理

定理 5.8 (Rouché定理)

♥

设 f(z)与 g(z)在简单闭曲线C上和C内解析，且在C上满足条件 |f(z)| > |g(z)|，

那么在 C 内 f(z)与 f(z) + g(z)的零点的个数相同。

5.2 考点解析

5.2.1 孤立奇点的类型判断

课本 5.1节介绍了几种孤立奇点的类型，这常作为选择题的出题内容。此外，计算孤立奇

点的留数前，对孤立奇点的类型的判断，也有利于我们选择适合的方法进行计算。根据孤立

奇点、可去奇点、极点、零点、本性奇点的定义，总结出了下文的判定方法。

1. 先找出函数的所有奇点，再判定它们是否是孤立的.

点 z0 为函数 f(z)孤立奇点的充要条件是：（1）f(z)在 z0 不可导；（2）f(z)在 z0 某去

心邻域内处处可导.

比如，对于函数 f(z) =
1

cos 1
z

在 z = 0无定义，不可导，故 z = 0是函数的奇点.由于
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5.2 考点解析

zk =
1

(k + 1
2
)π

(k = 0,±1,±2 · · · )是分母的零点，因而都是奇点.当 k → ∞, zk → 0，所

以 z = 0的任何去心邻域内都包含该函数的不可导点，故 z = 0不是孤立奇点.

上述例子表明，如果 z0 是函数 f(z)某奇点点列 {zk}的极限，则 z0 不是函数的孤立奇

点.

2. 孤立奇点 z = z0的判断法则

类型 洛朗级数特点 函数极限特点

可去奇点 洛朗级数不含 (z − z0)的负幂项 lim
z→z0

f(z)存在且有限

m级极点 负幂项 (z − z0)有限，最高负次幂为 (z − z0)
−m lim

z→z0
f(z) = ∞

本性奇点 洛朗级数含无限 (z − z0)的负幂项 lim
z→z0

f(z)不存在且不为∞

此外，还可以通过判定
1

f(z)
的零点及其级数，来判定 f(z)的极点及其级数.

3. 对无穷远点的类型判断

要判断无穷远点 z = ∞是否是 f(z)的孤立奇点、属于哪一类孤立奇点，可通过变量替

换 z =
1

t
, f(z) = f

(1
t

)
= φ(t)转化为原点 t = 0的奇点问题.

如果经判断，z = ∞是 f(z)的孤立奇点，我们有以下的判定规则：

类型 洛朗级数特点 函数极限特点

可去奇点 洛朗级数不含 z的正幂项 lim
z→∞

f(z)存在且有限
m级极点 洛朗级数含有限 z的正幂项，且 zm为最高次幂 lim

z→∞
f(z) = ∞

本性奇点 洛朗级数含无限 z的正幂项 lim
z→∞

f(z)不存在且不为∞

4. 计算零点 z = z0的零点级数

零点 z = z0的零点级数主要通过零点的定义判断：

定义 5.10

♣

不恒等于零的解析函数 f(z)如果能表示成

f(z) = (z − z0)
mφ(z)

其中 φ(z)在 z0 解析并且 φ(z) 6= 0，m为某一正整数，那么 z0 称为 f(z)的 m级

零点.

因此，可以将函数在 z = z0展开为泰勒级数，m即为泰勒展开中最低次非零项的次数.

例题 5.1（2024期末）已知 z = 0是 6 sin z2 + z2(z6 − 6)的m级零点，则m等于（ ）.

3A. 6B. 9C. 15D.
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5.2 考点解析

解利用正弦函数的泰勒展开 sinw =
∞∑
n=0

(−1)n
w2n+1

(2n+ 1)!
（w ∈ C），令 w = z2，得：

sin z2 = z2 − z6

6
+
z10

120
− · · · (仅含偶次项，最低次为z2)

因此

f(z) =
(
6z2 − z6 + · · ·

)
+
(
z8 − 6z2

)
= −z6 + z8 + · · ·

可见，最低次非零项为 −z6，次数为 6，故 z = 0是 f(z)的 6级零点。因此，选项为 B。

例题 5.2（2024期末）z = 1是函数 f(z) = cos
2

z − 1
+

1

(z − 1)2
的（ ）.

可去奇点A. 二级极点B. 本性奇点C. 非孤立奇点D.

解令 t = z − 1，则函数变为：

g(t) = cos
2

t
+

1

t2

展开 cos
2

t
的 Laurent级数，得：

cos
2

t
=

∞∑
n=0

(−1)n
(2/t)2n

(2n)!
=

∞∑
n=0

(−1)n
22n

(2n)!
t−2n

因此，函数 g(t)的 Laurent展开为：

g(t) = 1− 22

2!
t−2 +

24

4!
t−4 − · · ·+ t−2 = 1− t−2 +

24

4!
t−4 − · · ·

有无穷多个负幂项，因此，z = 1是函数 f(z)的本性奇点，选择 C选项.

� 练习 5.1（2022期末）求留数 Res
ï
tan

1

z − 1
, 1

ò
=

� 练习 5.2（2022期末）z = 1是函数 f(z) = (z − 1)2 cos
z + 1

z − 1
的（ ）.

零点A. 本性奇点B. 可去奇点C. 一级极点D.

� 练习 5.3（2021期末）∞为 f(z) = z +
1

z
+

1

z2
的（ ）.

一级极点A. 二级极点B. 可去奇点C. 本性奇点D.

解练习题答案：不存在；B；A.

5.2.2 留数的计算

对于函数 f(z)在点 z = z0处的留数，有如下的计算规则：

1. 如果 z0是 f(z)的可去奇点，那么 c−1 = 0.

2. 如果 z0是 f(z)的本性奇点，那么只能将 f(z)在 z0展开为洛朗级数.
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5.2 考点解析

3. 如果 z0是 f(z)的极点，有以下几个特殊情况下的规则：

(a). 如果 z0为 f(z)的一级极点，那么

Res[f(z), z0] = lim
z→z0

(z − z0)f(z)

(b). 如果 z0为 f(z)的m级极点，那么

Res[f(z), z0] =
1

(m− 1)!
lim
z→z0

dm−1

dzm−1
{(z − z0)

mf(z)}

(c). 设 f(z) =
P (z)

Q(z)
，P (z)及 Q(z)在 z0 都解析，如果 P (z) 6= 0,Q(z) = 0,Q′(z) 6= 0，

那么 z0为 f(z)的一级极点，而

Res[f(z), z0] =
P (z0)

Q′(z0)

除了计算规则外，若奇点类型难以判断，且 f(z)的洛朗展开式易于求得时，我们可以根据洛

朗展开式系数的结论 Res[f(z), z0] = c−1直接求出函数在 z = z0的留数.

例题 5.3（2024期末）设 f(z)为复平面上的解析函数，则 Res
ïÅ

1

z
+

1

z2

ã
f(z), 0

ò
=（ ）.

f(0) + f ′(0)A. f(0)− f ′(0)B. f(0)C. f ′(0)D.

解解析函数 f(z)在 z = 0处的泰勒展开为：

f(z) =
∞∑
n=0

f (n)(0)

n!
zn = f(0) + f ′(0)z +

f ′′(0)

2!
z2 + · · ·

将
Å
1

z
+

1

z2

ã
f(z)展开，提取

1

z
项的系数（留数定义）：Å

1

z
+

1

z2

ã
f(z) =

Å
1

z
+

1

z2

ã
(f(0) + f ′(0)z + · · · )

=
f(0)

z
+ f ′(0) + · · ·+ f(0)

z2
+
f ′(0)

z
+ · · ·

1

z
项的系数为 f(0) + f ′(0)，故留数为 f(0) + f ′(0)。

例题 5.4设 f(z) = z4e
1
z，则 Res [f(z), 0] = 。

解所求函数的展开式易求得，因此我们选择求出 c−1：

z4e
1
z = z4 ·

∞∑
n=0

1

n! zn
=

∞∑
n=0

z4−n

n!

当 n = 5时，项为
z4−5

5!
=
z−1

120
，故

1

z
项的系数为

1

120
。

例题 5.5求留数 Res
Å
3π − z

sin2 z
, 3π

ã
的值.

1A. -1B. 3πC. − 1

3π
D.

解由于分母 sin2 z在 z = 3π处是二级零点，分子 3π − z在 z = 3π处是一级零点，所以 f(z)

在 z = 3π处为一级极点。
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5.2 考点解析

因此，Res(f, 3π) = lim
z→3π

(z − 3π)f(z) = lim
z→3π

−(z − 3π)2

sin2 z
= −1。

� 练习 5.4求留数 Res
Å
1− cos z

z6
, 0

ã
的值.

� 练习 5.5求留数 Res
Å

z2

sin4 z
, 0

ã
的值.

解练习题答案：0；0.

对于函数 f(z)在点 z = ∞处的留数的计算方法：

1. 使用无穷远点处留数计算公式计算：

Res[f(z),∞] = −Res
[
f(

1

z
) · 1

z2
, 0
]

2. 根据定理5.4计算：即如果函数 f(z)在扩充复平面内只有有限个孤立奇点，那么 f(z)在

所有各奇点（包括∞点）的留数的总和必等于零。

当 f(z)在有限处奇点较少时，可以先求出有限奇点的留数之和，其相反数就是无穷远

点的留数.

例题 5.6（2024期末）求留数 Res
Å

2z

z2 − 4
,∞
ã
的值.

解 f(z)的有限奇点为 z = 2和 z = −2（均为一级极点）。

Res(f(z), 2) = lim
z→2

(z − 2) · 2z

(z − 2)(z + 2)
= lim

z→2

2z

z + 2
=

4

4
= 1

Res(f(z),−2) = lim
z→−2

(z + 2) · 2z

(z − 2)(z + 2)
= lim

z→−2

2z

z − 2
=

−4

−4
= 1

因此

Res(f(z)∞) = − [Res(f(z), 2) + Res(f(z),−2)] = −(1 + 1) = −2

5.2.3 利用留数定理计算围道积分

我们在本册中学习的定理中，能够解决围道积分（闭曲线积分）的有以下几种：柯西积分

公式、高阶导数公式、留数定理。其中，留数定理解决问题的范围最广：柯西积分公式、高阶

导数公式能解决的问题，留数定理亦能解决；柯西积分公式、高阶导数公式不能解决的，一

定使用留数定理。但这不意味着这两个公式无用武之地，在特定情况下，它们可能更为简便。

根据留数定理，围道积分 ∮
C

f(z)dz = 2πi
n∑

k=1

Res[f(z), zk]

其中 C 是包围诸奇点的一条正向简单闭曲线。

当 C 内有限孤立奇点 zk 较多/有的极点级数太高/某些奇点处的留数难以求得时，根据定

理5.4，可以将求 C 内有限孤立奇点处的留数问题转化为求 f(z)在 C 外的有限孤立奇点和无

83



5.2 考点解析

穷远处的留数，从而使积分的计算简化.

例题 5.7（2024期末）求
∮
C

ze
1−z
z dz，其中 C : |z| = 1正向。

解化简得

I =
1

e

∮
C

ze
1
z dz

此时 z = 0是 ze
1
z 在 C : |z| = 1内的孤立奇点.

将被积函数展开，得

ze
1
z = z ·

Å
1 +

1

z
+

1

2!z2
+ · · ·

ã
= z + 1 +

1

2!z
+ · · ·

由于 Res[ze
1
z , 0] = c−1 =

1

2
，

I =
1

e

∮
C

ze
1
zdz =

1

e
· 2πi · Res[ze

1
z , 0] =

πi

e

例题 5.8（2022真题）求
∮
C

z2e−3zdz（其中 C 为圆周 |z| = 1的正向）的值.

解因 zz = |z|2 = 1，所以在圆周 |z| = 1上，z =
1

z
.故被积函数 z2e−3z 变为

e−3z

z2
.该函数在

|z| = 1内仅 z = 0为二阶极点.被积函数的洛朗展开式为：
e−3z

z2
=

1

z2
− 3

z
+

9

2!
− · · ·

其中
1

z
项（留数）系数为 −3.

根据留数定理，沿正向闭曲线 C 的积分∮
C

e−3z

z2
dz = 2πi · Res[f(z), 0] = 2πi · (−3) = −6πi

.�
笔记当被积函数出现 z，设积分曲线为 |z| = c，在曲线上 z =

|z|2

z
=
c2

z
.

例题 5.9（2022期末）计算
∮
|z|= 3

4

z13(
z2 + 1

2

)3 (
z2 − 1

2

)4
(z − 1)

dz的值.

解被积函数的有限孤立奇点有：z = ± 1√
2
,± i√

2
在曲线内，z = 1在曲线外.根据留数定理及

无穷远点留数关系： ∮
C

f(z)dz = −2πi(Res[f(z),∞] + Res[f(z), 1])

由于 z = 1是一个一级极点，

Res[f(z), 1] = lim
z→1

(z − 1)f(z) =
128

27

利用无穷远点留数计算规则，

Res[f(z),∞] = Res
[
f
(1
z

) 1

z2
, 0
]
= Res

[ 1(
1 + 1

2
z2
)3 (

1− 1
2
z2
)4

(1− z)
, 0
]
= 0.
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5.2 考点解析

因此

I = −2πi · 128
27

=
−256πi

27

� 练习 5.6（2024期末）计算
∮
C

zdz

sin z(1− cos z)
，其中 C : |z| = 4正向.

� 练习 5.7（2022期末）计算
∮
|z|= 1

2

ï
sin(z cos z)

z − 2
− ln(1 + z)

z

ò
dz的值.

� 练习 5.8（2022期末）计算
∮
|z− 3

2 |=1

z + ez

cos z
dz的值.

解练习题答案：0；0；−2πi
(π
2
+ e

π
2

)
.

5.2.4 利用留数计算实积分

课本 4.3中给出了几种不同实积分的计算方法.熟记以下几个公式，并结合复数的三角式

和函数的奇偶性进行转换，就能够解决基础的实积分计算问题.

1. 形如
∫ 2π

0

R(cos θ, sin θ)dθ的积分∫ 2π

0

R(cos θ, sin θ)dθ =

∮
|z|=1

R
[z2 + 1

2z
,
z2 − 1

2iz

]dz
iz

=

∮
|z|=1

f(z)dz = 2πi
n∑

k=1

Res[f(z), zk]

(5.7)

2. 形如
∫ R

−R

R(x)dx的积分

当被积函数 R(x)是 x的有理函数，而分母的次数至少比分子的次数高二次，并且 R(z)

在实轴上没有孤立奇点时：∫ ∞

−∞
R(x)dx = 2πi

∑
Res[R(z), zk] (5.8)

其中 zk 为复平面上半平面内的极点.

3. 形如
∫ ∞

−∞
R(x)eαixdx的积分

当被积函数 R(x)是 x的有理函数，而分母的次数至少比分子的次数高一次，并且 R(z)

在实轴上没有孤立奇点时：∫ ∞

−∞
R(x)eαixdx =

∫ ∞

−∞
R(x) cosαxdx+ i

∫ ∞

−∞
R(x) sinαxdx = 2πi

∑
Res[R(z)eαiz, zk]

(5.9)

例题 5.10（2024期末）计算积分
∫ +∞

0

x sin(4x)

(x2 + 1)(x2 + 4)
dx的值.

�
笔记这道题中的被积函数看似并不满足上述三种情况的任何一种，且积分上下限不为 (−∞,+∞).

但根据被积函数的奇偶性质、复数的三角表示方法，我们可以将其转换为式5.9中的积分进行
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5.3 习题补充

计算.

设存在奇函数 f(z)和偶函数 g(z)，二者都是 x的有理函数，分母的次数至少比分子的次

数高一次，并且在实轴上没有孤立奇点.容易证明，有以下结论：∫ +∞

0

f(x) sin(kx)dx = −1

2
i

∫ ∞

−∞
f(x)ekixdx (5.10)∫ +∞

0

g(x) cos(kx)dx =
1

2

∫ ∞

−∞
g(x)ekixdx (5.11)

解观察被积函数，发现有理函数 f(x) =
x

(x2 + 1)(x2 + 4)
是奇函数，且满足分母的次数至少

比分子的次数高一次，复平面内有限孤立极点为±2i,±i，在实轴上没有孤立奇点.结合式5.10，

有 ∫ +∞

0

x sin(4x)

(x2 + 1)(x2 + 4)
dx = −1

2
i

∫ ∞

−∞

xe4ix

(x2 + 1)(x2 + 4)
dx

I = −1

2
i · 2πi ·

[
Res

[ xe4ix

(x2 + 1)(x2 + 4)
, 2i

]
+ Res

[ xe4ix

(x2 + 1)(x2 + 4)
, i
]]

=
π

6
(e−4 − e−8)

例题 5.11 （2021 真题）设 f(z) 在 |z| < R(R > 1) 内解析，f(0) = 1，f ′(0) = 0，证明∫ 2π

0

(1 + cos θ)f(eiθ)dθ = 2π.

解

I =

∮
|z|=1

(
1 +

z2 + 1

2z

)
f(z)

dz

iz
=

1

2i

∮
|z|=1

(z + 1)2

z2
f(z)dz

= 2πi · 1
2i

Res
[(z + 1)2

z2
f(z), 0

]
= π

[ d

dz
(z + 1)2f(z)

]
z=0

= π[2f(0) + f ′(0)] = 2π.

� 练习 5.9（2022期末）用留数定理计算积分
∫ +∞

−∞

sin(x+ 2)

4 + x2
dx.

� 练习 5.10（2021期末）利用留数计算
∫ +∞

0

cos2 x dx

(x2 + 1)2
.

� 练习 5.11（2019期末）利用留数计算
∫ +∞

0

x2

1 + x4
dx

解练习题答案：
π

2e2
sin 2；

π

8
(1 +

3

e2
)；

π
√
2

4
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5.3 习题补充

在考点解析的第四部分中，我们提到了计算三种类型的实积分的方法，大致方法是将被

积函数对应到某一类型的实积分，利用公式，将积分问题转化为求留数的问题.

实际上，不符合以上三种特殊形式的实积分，也可以用类似的步骤求解.我们可以举一反

三，计算一些更复杂的实积分.这些方法的共同思路是:设法将所求实积分化为一个复变函数

沿某条封闭曲线的积分,再利用留数定理,通过计算在该封闭曲线内所包含的被积函数各奇点

处的留数,求得积分的值.

对于第一种类型的实积分,即三角有理函数 R(sin θ, cos θ)在区间 [0, 2π]上的定积分,只要

利用变量代换 z = eiθ(0 ⩽ θ ⩽ 2π)和欧拉公式,就可以将这类积分化为一个复变有理函数沿单

位圆 |z| = 1的积分。

对于第二与第三种类型的实积分,它们的被积函数都是有理函数 R(x)或 R(x)eiax(a > 0)

,求解的步骤要复杂一些,大体上可归纳为如下三步:

Step1 作一辅助复变函数 F (z), 使得当 z 在实轴上的区间 (a, b) 内变化时,F (x) = R(x)

或者 R(x)eiax;

Step2 作一条 (或几条)按段光滑的辅助曲线 Γ,使它与区间 (a, b)组成一条封闭曲线并围

成一个区域 D,F (z)在 D内除有限个孤立奇点 zk(k = 1, 2, · · · , n)外处处解析;

Step3 根据留数定理,∫ b

a

F (x)dx+

∫
Γ

F (z)dz = 2πi
n∑

k=1

Res[F (z), zk]

如果积分
∫
Γ

F (z)dz 能够算出, 那么实积分
∫ b

a

F (x)dx 就能求得. 若该实积分是无穷积分, 则

对上式两端取极限,并求得
∫
Γ

F (z)dz的极限值,从而就能得到所求无穷积分的值.课本中的第

二、三类实积分就是两个特例.

例题 5.12计算无穷积分 I =

∫ +∞

−∞

eax

1 + ex
dx(0 < a < 1).

解取辅助函数为

f(z) =
eaz

1 + ez
(0 < a < 1)

根据复指数函数的周期性,我们有

f(z + 2πi) =
ea(z+2πi)

1 + ez
= e2aπif(z)

这就是说,f(z)在平行于实轴的直线 Im(z) = 2π 上的值等于它在实轴上的值乘以常数因

子 e2aπi. 因此,我们可取如图所示的矩形边界作为积分闭路. 在此矩形内,f(z)只有一个一级极

点 z = πi.
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5.3 习题补充

x

y

O R−R

2πi
B′ B

AA′

根据留数定理,

I = I1 + I2 + I3 + I4 = 2πiRes[f(z), πi]

= 2πi · eaπi

(1 + ez)′
∣∣
z=πi

= −2πieaπi

其中

I1 =

∫
A′A

f(z) dz =

∫ R

−R

eax

1 + ex
dx,

I3 =

∫
BB′

f(z) dz =

∫ −R

R

ea(x+2πi)

1 + ex+2πi
dx = −e2aπi

∫ R

−R

eax

1 + ex
dx,

|I2| =
∣∣∣∣∫

AB

f(z) dz

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
∫ 2π

0

ea(R+iy)

1 + eR+iy
dy

∣∣∣∣∣
≤

∫ 2π

0

∣∣∣∣∣ ea(R+iy)

1 + eR+iy

∣∣∣∣∣ dy
≤

∫ 2π

0

eaR

eR − 1
dy =

e(a−1)R

1− e−R
· 2π → 0 (R → +∞),

|I4| =
∣∣∣∣∫

B′A′
f(z) dz

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
∫ 0

2π

ea(−R+iy)

1 + e−R+iy
dy

∣∣∣∣∣
≤

∫ 2π

0

∣∣∣∣∣ ea(−R+iy)

1 + e−R+iy

∣∣∣∣∣ dy
≤

∫ 2π

0

e−aR

1− e−R
dy → 0 (R → +∞).

从而得

(1− e2aπi)

∫ +∞

−∞

eax

1 + ex
dx = −2πieaπi,
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所以 ∫ +∞

−∞

eax

1 + ex
dx =

2πieaπi

e2aπi − 1
= π

2i

eaπi − e−aπi
=

π

sin aπ
.

例题 5.13证明：
I =

∫ +∞

0

sin ax

x(x2 + b2)
dx =

π

2b2
(1− e−ab)

其中 a与 b为正实数.�
笔记题中的实积分与教材中的第 3类实积分相似，按照用留数计算实积分的思路，可选辅助

函数 F (z) =
eiaz

z(z2 + b2)
。但是，由于 F (z)在实轴上有奇点 z = 0，因此不能像处理第 3类积

分那样选择积分路径，而应取如图 5.3所示的闭曲线 C，使 z = 0不在 C 内，并使 F (z)在上

半平面的孤立奇点 z = bi包含在 C 内，然后再应用留数定理，即可求得题中积分 I 的值。

解由于 F (z)在 C 内仅有一个一级极点 z = bi，并且

Res[F (z), bi] =
eiaz

z(z2 + b2)′

∣∣∣∣
z=bi

= −e−ab

2b2
,

所以，根据留数定理有 ∮
C

F (z) dz = 2πiRes[F (z), bi] = −πi
b2
e−ab,

或 Ç∫ −r

−R

+

∫
Cr

+

∫ R

r

+

∫
CR

å
eiaz

z(z2 + b2)
dz = −πi

b2
e−ab. (1)

而 Ç∫ −r

−R

+

∫ R

r

å
eiaz

z(z2 + b2)
dz =

∫ R

r

eiax − e−iax

x(x2 + b2)
dx (5.12)

= 2i

∫ R

r

sin ax

x(x2 + b2)
dx. (5.13)

eiaz

z(z2 + b2)
=

1

b2z
· eiaz

1 +
(
z
b

)2 =
1

b2z

Å
1− z2

b2
+
z4

b4
− · · ·

ã
eiaz

=
1

b2z
+
φ(z)

z
, φ(z) =

Å
−z

2

b4
+
z4

b6
− · · ·

ã
eiaz

易见，φ(z)是解析函数，且当 z → 0时，φ(z) → 0，故∫
Cr

eiaz

z(z2 + b2)
dz =

1

b2

∫
Cr

dz

z
+

∫
Cr

φ(z)

z
dz

令 z = reiθ，则∫
Cr

eiaz

z(z2 + b2)
dz = −πi

b2
+ i

∫ 0

π

φ
(
reiθ

)
dθ → −πi

b2
(r → 0) (3)
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5.3 习题补充

又 ∣∣∣∣∫
CR

eiaz

z(z2 + b2)
dz

∣∣∣∣ ≤ ∫ π

0

e−aR sin θ

R2
dθ → 0 (R → 0) (4)

合并 (1)，(2)，(3)，(4)式并令 R → +∞，r → 0，即得∫ +∞

0

sin ax

x(x2 + b2)
dx =

π

2b2
(
1− e−ab

)
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第二部分

积分变换



第 6章 Fourier变换

6.1 主要内容

6.1.1 Fourier积分

定义 6.1 (Fourier积分公式)

♣

称

f(t) =
1

2π

∫ +∞

−∞

ï∫ +∞

−∞
f(τ)e−jωτdτ ]

ò
ejωtdω

为函数 f(t)的 Fourier积分公式1.

工程上一般用 j作为虚数单位.

定理 6.1 (Fourier积分定理)

♥

如果函数 f(t)在 (−∞,+∞)上满足如下条件：

在任一有限区间上满足 Dirichlet条件，即在任意有限区间上都只有有限个间断点
和极值点，且每个间断点都是有限的。

在无穷区间 (−∞,+∞)上绝对可积，即∫ +∞

−∞
|f(t)| dt <∞

则有

f(t) =
1

2π

∫ +∞

−∞

ï∫ +∞

−∞
f(τ)e−jωτdτ ]

ò
ejωtdω

成立，且在 f(t)的间断点 t = t0处，有

1

2

Ç
lim
t→t−0

f(t) + lim
t→t+0

f(t)

å
=

1

2π

∫ +∞

−∞

ï∫ +∞

−∞
f(τ)e−jωτdτ ]

ò
ejωtdω

Fourier积分公式还可以写成三角形式：

f(t) =
1

π

∫ +∞

−∞

ï∫ +∞

−∞
f(τ) cosω(t− τ)dτ

ò
dω

当 f(t)是奇函数时，有

f(t) =
2

π

∫ +∞

0

ï∫ +∞

−
f(τ) sinωτdτ

ò
dω



6.1 主要内容

当 f(t)是偶函数时，有

f(t) =
2

π

∫ +∞

0

ï∫ +∞

−
f(τ) cosωτdτ

ò
dω

它们分别成为 Fourier正弦积分公式和 Fourier余弦积分公式。

6.1.2 Fourier变换的定义

定义 6.2 (Fourier变换)

♣

若函数 f(t)在 (−∞,+∞)上满足 Fourier积分定理的条件，则称函数

F (ω) =

∫ +∞

−∞
f(t)e−jωtdt

为 f(t)的 Fourier变换，记作
F (ω) = F [f(t)]

称函数

f(t) =
1

2π

∫ +∞

−∞
F (ω)ejωtdω

为 F (ω)的 Fourier逆变换，记作

f(t) = F−1[F (ω)]

称 f(t)与 F (ω)构成了一个 Fourier变换对，其中 F (ω)为 f(t)的象函数，f(t)为 F (ω)

的象原函数

当 f(t)为奇函数时，称

Fs(ω) =

∫ +∞

0

f(t) sinωtdt

为 f(t)的 Fourier正弦变换式，而

f(t) =
2

π

∫ +∞

0

Fs(ω) sinωtdω

为 F (ω)的 Fourier正弦逆变换式。
同理，当 f(t)为偶函数时，

Fs(ω) =

∫ +∞

0

f(t) cosωtdt

为 f(t)的 Fourier余弦变换式，而

f(t) =
2

π

∫ +∞

0

Fs(ω) cosωtdω

为 F (ω)的 Fourier余弦逆变换式。
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6.1 主要内容

6.1.3 δ函数的定义与性质

定义 6.3 (δ函数)

♣

称具有如下性质的函数 δ(t)为单位脉冲函数：

∫ +∞

−∞
δ(t)dt = 1

δ(t) = 0, t 6= 0

δ函数具有以下性质（约定 f(t)为任一无穷次可微函数）：

性质 ∫ +∞

−∞
δ(t− t0)f(t) = f(t0)

证明 ∫ +∞

−∞
δ(t− t0)f(t) = lim

ε→0

∫ t0+ε

t0−ε

δ(t− t0)f(t)dt

= lim
ε→0

∫ t0+ε

t0−ε

1

2ε
f(t)dt

= lim
ε→0

1

2ε

∫ t0+ε

t0−ε

f(t)dt

= lim
ε→0

1

2ε
· 2εf(t0)

= f(t0)

性质设

u(t) =

0, t < 0

1, t > 0

则

u(t) =

∫ t

−∞
δ(t)dt, δ(t) =

du(t)
dt

其中 u(t)称为单位阶跃函数的导数。

性质若 a为非零实常数，则

δ(at) =
1

|a|
δ(t)
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6.1 主要内容

证明 当 a > 0时，有 ∫ +∞

−∞
δ(at)f(t)dt =

∫ +∞

−∞
δ(u)f

(u
a

) 1

a
du(u = at)

=
1

a

∫ +∞

−∞
δ(u)f

(u
a

)
du

=
1

a
f(0)

同理，当 a < 0时，有 ∫ +∞

−∞
δ(at)f(t)dt = −1

a
f(0)

从而 ∫ +∞

−∞
δ(at)f(t)dt =

1

|a|
f(0)

另一方面， ∫ +∞

−∞

1

|a|
δ(t)f(t)dt =

1

|a|
f(0) =

∫ +∞

−∞
δ(at)f(t)dt

由 f(t)的任意性知

δ(at) =
1

|a|
δ(t)

性质 ∫ +∞

−∞
δ(n)(t− t0)f(t)dt = (−1)nf (n)(t0)

证明 ∫ +∞

−∞
δ(n)(t− t0)f(t)dt =

∫ +∞

−∞
f(t)dδ(n−1)(t− t0)

= f(t)δ(n−1)(t− t0)
∣∣+∞
−∞ −

∫ +∞

−∞
f ′(t)δ(n−1)(t− t0)dt

不断这样做下去，得到 ∫ +∞

−∞
δ(n)(t− t0)f(t)dt = (−1)nf (n)(t0)

6.1.4 Fourier变换的性质

定理 6.2 (位移性质)

♥

设 F1(ω) = F [f1(t)], F2(ω) = F [f2(t)]，α, β 是常数，则

F [αf1(t) + βf2(t)] = αF1(ω) + βF2(ω)

该性质由积分的线性性质即得。
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6.1 主要内容

定理 6.3 (位移性质)

♥

时域上的位移性质：

F [f(t± t0)] = e±jωt0F [f(t)]

频域上的位移性质：

F−1[F (ω ∓ ω0)] = f(t)e±jω0t

证明

F [f(t± t0)] =

∫ +∞

−∞
f(t± t0)e

−jωtdt

=

∫ +∞

−∞
f(u)ejω(u∓t0)du(t± t0 = u)

= e±jωt0
∫ +∞

−∞
f(u)e−jωudu

= e±jωt0F [f(t)]

频域上的位移性质证明方法类似，但要注意频域上的位移转换到时域上后，需要添加一个负

号。

定理 6.4 (时域上的微分性质)

♥

如果 |t| → ∞时，f(t) → 0，则

F [f ′(t)] = jωF [f(t)]

证明

F [f ′(t)] =

∫ +∞

−∞
f ′(t)e−jωtdt

= f(t)e−jωt∣∣+∞
−∞ + jω

∫ +∞

−∞
f(t)e−jωtdt

= 0 + jω
∫ +∞

−∞
f(t)e−jωtdt

= jωF [f(t)]

该性质表明一个函数的导数的 Fourier变换，等价这个函数的 Fourier变换乘以因子 jω

推论 6.1

♥

若

lim
|t|→+∞

f (k)(t) = 0, k = 0, 1, 2, · · · , n− 1

则有

F [f (n)(t)] = (jω)nF [f(t)]
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6.1 主要内容

可以用上述推论将微分运算转化为代数运算，从而简化微分方程的求解。

定理 6.5 (频域上的微分性质)

♥

设 F [f(t)] = F (ω)，则
d

dω
F (ω) = F [−jtf(t)]

证明 由

F (ω) =

∫ +∞

−∞
f(t)e−jωtdt

知
d

dω
=

∫ +∞

−∞
f(t)

∂

∂ω
e−jωtdt

= −jt
∫
−∞

+∞f(t)e−jωtdt

= −jtF [f(t)]

推论 6.2

♥

dn

dωn
F (ω) = (−j)nF [tnf(t)]

即

F [tnf(t)] = jn
dn

dωn
F (ω)

也就是说，对象原函数乘以 tn，等价于对象函数乘以 jn再求 n阶导。该性质常被用来计

算形如 tnf(t)的函数的 Fourier变换。

定理 6.6 (时域上的积分性质)

♥

设 F [f(t)] = F (ω)，若

lim
t→+∞

∫ t

−∞
f(t)dt = 0

则

F
ï∫ t

−∞
f(t)dt

ò
=

1

jω
F (ω)

证明可根据时域上的微分性质得到。

定理 6.7 (对偶性)

♥若 F (ω) = F [f(t)]，则 F [F (t)] = 2πf(−ω)
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6.1 主要内容

证明 由

f(t) =
1

2π

∫ +∞

−∞
F (ω)ejωtdω

知

f(−t) = 1

2π

∫ +∞

−∞
F (ω)e−jωtdω

将上式中的 ω换成 u，得

f(−t) = 1

2π

∫ +∞

−∞
F (u)e−jutdu

从而

f(−t) = 1

2π
F [F (u)]

将上式中的 t换成 ω，u换成 t，就有

F [F (t)] = 2πf(−ω)

定理 6.8 (缩放性质)

♥

若 F (ω) = F [f(t)]，a为非零实常数，则

F [f(at)] =
1

|a|
F
(ω
a

)

证明 当 a > 0时

F [f(at)] =

∫ +∞

−∞
f(at)e−jωtdt

=

∫ +∞

−∞
f(u)e−jω u

a d
(u
a

)
=

1

a

∫ +∞

−∞
f(u)e−jω u

a du

=
1

a
F
(ω
a

)
同理，当 a < 0时，有

F [f(at)] = −1

a
F
(ω
a

)
综上，

F [f(at)] =
1

|a|
F
(ω
a

)
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6.1 主要内容

定理 6.9 (乘积定理)

♥

若 F1(ω) = F [f1(t)], F2(ω) = F [f2(t)]，则∫ +∞

−∞
f1(t)f2(t)dt =

1

2π

∫ +∞

−∞
F1(ω)F2(ω)dω

证明

I =

∫ +∞

−∞
f1(t)f2(t)dt =

∫ +∞

−∞
f1(t)

ï
1

2π

∫ +∞

−∞
F2(ω)e

jωtdω
ò

dt

由于 F1(ω)与 F2(ω)在 (−∞,+∞)上绝对可积，则积分次序可交换：

I =
1

2π

∫ +∞

−∞
F2(ω)

ï∫ +∞

−∞
f1(t)e

jωtdt
ò

dω

=
1

2π

∫ +∞

−∞
F2(ω)

ï∫ +∞

−∞
f1(t)e−jωtdt

ò
dω

=
1

2π

∫ +∞

−∞
F2(ω)

ñ∫ +∞

−∞
f1(t)e−jωtdt

ô
dω

=
1

2π

∫ +∞

−∞
F1(ω)F2(ω)dω

定理 6.10 (能量积分)

♥

若 f(t)是实函数，F (ω) = F [f(t)]，则∫ +∞

−∞
[f(t)]2dt =

1

2π

∫ +∞

−∞
|F (ω)|2 dω

证明 在乘积定理中，令 f1(t) = f2(t) = f(t)，则∫ +∞

−∞
[f(t)]2dt =

1

2π

∫ +∞

−∞
F (ω)F (ω)dω

=
1

2π
|F (ω)|2 dω

=
1

2π

∫ +∞

−∞
S(ω)dω

其中

S(ω) = |F (ω)|2

称为 f(t)的能量密度函数或能量谱密度。

6.1.5 基本 Fourier变换对

为叙述方便，作如下约定：
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6.1 主要内容

1.

sinc(t) =
sin(πx)

πx

称为归一化的 sinc函数

2.

u(t) =

0, t < 0

1, t ≥ 0

称为单位阶跃函数；

3.

Π(t) =


1, |t| ≤ 1

2

0, |t| > 1

2

称为矩形脉冲函数；

4.

Λ(t) =

1− |t| , |t| ≤ 1

0, |t| > 1

称为三角脉冲函数；

5.

sgn(t) =


−1, t < 0

0, t = 0

1, t > 0

称为符号函数；

6. δ(t)称为单位冲激函数。
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6.1 主要内容

下表给出了常用的 Fourier变换对及其物理意义

时域 f(t) 频域 F (ω) 说明
δ(t) 1 冲激信号中包含了所有频率成分，且幅度相等
1 2πδ(ω) 直流信号只在频率 0处有冲击
ejω0t 2πδ(ω − ω0) 单一频率的复振动的频谱是单一冲激
cosω0t π[δ(ω + ω0) + δ(ω − ω0)] 实余弦的频谱由两个共轭的复频率构成
sinω0t jπ[δ(ω + ω0)− δ(ω − ω0)]

sgn(t)
2

jω
u(t) πδ(ω) +

1

jω
e−βtu(t)

β − jω
β2 + ω2

Π(t) sinc
( ω
2π

)
脉冲函数在时域上有限，在频域上无限

Λ(t) sinc2
( ω
2π

)
e−βt2

…
π

β
e−

ω2

4β Gauss函数的 Fourier变换仍是 Gauss函数

sinc(t) Π
( ω
2π

)
sinc函数是矩形脉冲函数的“对偶”

证明如下：

1.

F [δ(t)] =

∫ +∞

−∞
e−jωtδ(t)dt = e−jωt∣∣

t=0
= 1

2.

F−1[2πδ(ω) =

∫ +∞

−∞
2πδ(ω)e−jωtdω = 1

故

F [1] = 2πδ(ω)

3.

F [e−jω0t] = F [e−jω0t · 1] = F [1](ω − ω0) = 2πδω0
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6.1 主要内容

4.

F−1(π[δ(ω + ω0)− δ(ω − ω0)]) =
1

2π

∫ +∞

−∞
π[δ(ω + ω0) + δ(ω − ω0)]e

jωtdω

=
1

2

∫ +∞

−∞
δ(ω + ω0)e

jωtdω +
1

2

∫ +∞

−∞
δ(ω − ω0)e

jωtdω

=
1

2

Ä
ejωt∣∣

ω=ω0
+ ejωt∣∣

ω=−ω0

ä
=

1

2

(
ejω0t + e−jω0t

)
= cosω0t

5. sinω0t与 cosω0t类似。

6.

F [sgn(t)] =

∫ +∞

−∞
sgn(t)e−jωtdt

该积分在通常意义下不收敛，为了计算它，我们引入收敛因子 e−|a|t，设

I =

∫ +∞

−∞
sgn(t)e−|a|te−jωtdt

则当 a→ 0时，I = F [sgn(t)]

I =

∫ +∞

0

e−(a+jω)tdt−
∫ 0

−∞
e(a−jω)tdt

=
1

a+ jω
− 1

a− jω

=
−2jω
a2 + ω2

由

lim
a→0

=
−2jω
a2 + ω2

=
2

jω

知

F [sgn(t)] =
2

jω

注在上述计算过程中，我们发现所求积分在通常意义下不收敛，但是当我们引入收敛因

子后积分的值就容易求得，再考察所得结果的极限，就可以“计算”原积分的值。这种

方法称作正规化，在物理（尤其是量子力学）和工程中应用非常广泛。

7.

F [u(t)] = F
ï
1

2
+

1

2
sgn(t)

ò
= πδ(ω) +

1

jω
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6.1 主要内容

8.

F [e−βtu(t)] =

∫ +∞

0

e−(β+jω)tdt

=
1

β + jω

=
β − jω
β2 + ω2

9.

F [Π(t)] =

∫ 1
2

− 1
2

e−jωtdt

= − 1

jω
(
ej

ω
2 − e−j ω

2

)
=

2

ω
· e

j ω
2 − e−j ω

2

2j

=
2

ω
sin

ω

2

= sinc
( ω
2π

)
10.

F [Λ(t)] = 2

∫ 1

0

(1− t) cosωtdt

= 2

∫ 1

0

cosωtdt− 2

∫ 1

0

t cosωtdt

=
2 sinωt

ω

∣∣∣∣1
0

− 2t sinωt

ω

∣∣∣∣1
0

+
2

ω

∫ 1

0

sinωtdt

= − 2 cosωt

ω2

∣∣∣∣1
0

= 2 ·
2 sin2 ω

2

ω2
=

sin2 ω
2(

ω
2

)2 = sinc2
( ω
2π

)
11. F [e−βt2 ]的计算从略，请读者自行翻阅教材。

12. 已知

F [Π(t)] = sinc
( ω
2π

)
由对称性，有

F [sinc

Å
t

2π

ã
] = 2πΠ(−ω) = 2πΠ(ω)

由缩放性质，有

F [sinc(t)] = Π
( ω
2π

)
根据上述基本 Fourier变换对，再利用 Fourier变换的性质，就可以计算许多函数的 Fourier

变换
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6.1 主要内容

6.1.6 卷积及其性质

定义 6.4 (卷积)

♣

称积分 ∫ +∞

−∞
f1(τ)f2(t− τ)dτ

为函数 ft(t)与 f2(t)的卷积，记作 f1(t) ∗ f2(t)。

卷积具有如下性质

1. 交换律：

f1(t) ∗ f2(t) = f2(t) ∗ f1(t)

2. 结合律：

f1(t) ∗ [f2(t) ∗ f3(t)] = [f1(t) ∗ f2(t)] ∗ f3(t)

3. 分配律：

f1(t)[f2(t) + f3(t)] = f1(t) ∗ f2(t) + f1(t) ∗ f3(t)

4. 数乘：

a[f1(t) ∗ f2(t)] = [af1(t)] ∗ f2(t) = f1(t) ∗ [af2(t)]

5. 微分：
d
dt
[f1(t) ∗ f2(t)] =

d
dt
f1(t) ∗ f2(t) = f1(t) ∗

d
dt
f2(t)

6. 积分： ∫ ξ

−∞
[f1(t) ∗ f2(ξ)]dξ = f1(t) ∗

∫ t

−∞
f2(ξ)dξ =

∫ t

−∞
f1(ξ)dξ ∗ f2(t)

7. 不等式：

|f1(t) ∗ f2(t)| ≤ |f1(t)| ∗ |f2(t)|

即卷积的绝对值小于等于绝对值的卷积。

定理 6.11 (卷积定理)

♥

设 F [f1(t)] = F1(ω),F [f2(t)] = F2(ω)，则

F [f1(t) ∗ f2(t)] = F1(ω) · F2(ω)

F [f1(t) · f2(t)] =
1

2π
F1(ω) ∗ F2(ω)
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6.2 考点解析

证明

F [f1(t) ∗ f2(t)] =
∫ +∞

−∞
[f1(t) ∗ f2(t)]e−jωtdt

=

∫ +∞

−∞

ï∫ +∞

−∞
f1(τ)f2(t− τ)dτ

ò
e−jωtdt

=

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
f1(τ)e

−jωτf2(t− τ)e−jω(t−τ)dτdt

=

∫ +∞

−∞
f1(τ)e

−jωτ
ï∫ +∞

−∞
f2(t− τ)e−jω(t−τ)dt

ò
dτ

=

∫ +∞

−∞
f1(τ)e

−jωτ
ï∫ +∞

−∞
f2(u)e

−jωudu
ò

dτ(u = t− τ)

=

∫ +∞

−∞
f1(τ)e

−jωτdτ ·
∫ +∞

−∞
f2(u)e

−jωudu

= F1(ω) · F2(ω)

同理（对 F1(ω) ∗ F2(ω)作 Fourier逆变换）可得

F [f1(t) · f2(t)] =
1

2π
F1(ω) ∗ F2(ω)

6.2 考点解析

6.2.1 求 Fourier积分表达式并推证积分结果

直接套用 Fourier积分公式即可，注意当 f(t)是奇函数或偶函数时，可以使用正弦积分或

余弦积分简化计算。

例题 6.1设
f(t) = e−β|t|(β > 0)

求 f(t)的 Fourier积分，并证明 ∫ +∞

0

cosωt

β2 + ω2
dω =

π

2β
e−β|t|

解由 f(t)是偶函数，知

f(t) =
2

π

∫ +∞

0

ï∫ +∞

0

f(t) cosωtdt
ò
cosωtdω
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6.2 考点解析

计算内层积分： ∫ +∞

0

f(t) cosωtdt =
∫ +∞

0

e−βt cosωtdt

=

∫ +∞

0

e−βt ejωt

−jωt
dt

=
1

2

Å
1

β + jω
+

1

β − jω

ã
=

β

β2 + ω2

代入原积分表达式：

f(t) =
2

π

∫ +∞

0

β

β2 + ω2
cosωtdω

故 ∫ +∞

0

cosωt

β2 + ω2
dω =

π

2β
e−β|t|

6.2.2 通过定义求 Fourier变换

直接按定义计算即可，常见于分段函数的计算。

例题 6.2求函数

f(t) =

1, |t| ≤ 3

0, |t| > 3

的 Fourier变换

解

F [f(t)] =

∫ 3

−3

e−jωtdt

= − 1

jω
ejωt∣∣3

−3

=
1

jω
(e3jω − e−3jω)

=
2

ω
sin 3ω

6.2.3 通过常见函数的 Fourier变换与相关性质求 Fourier变换

利用 Fourier变换的各种性质，如线性、位移、缩放、微分、积分等对原函数进行变换，化

为容易计算的形式。

例题 6.3求函数
f(t) = 2 sin2 t+ cos t
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6.2 考点解析

的 Fourier变换

解由

f(t) = 1− cos 2t+ cos t

知

F [f(t)] = F [1]−F [cos 2t] + F [cos t] = π[2δ(ω) + δ(ω + 1) + δ(ω − 1)− δ(ω + 2)− δ(ω − 2)]

例题 6.4设 F [f(t)] = F (ω)求函数

g(t) = t3f(2t)

的 Fourier变换。

解由缩放性质，有

F [f(2t)] =
1

2
F
(ω
2

)
由频域上的微分性质，有

F [t3f(2t)] = j3
d3

dω3

Å
1

2
F
(ω
2

)ã
= − j

16
F ′

(ω
2

)
例题 6.5求函数

g(t) = δ(t) + 2δ′(t) + 3δ′′(t)

的 Fourier变换

解由 F [δ(t)] = 1和 Fourier变换的微分性质，得

F [g(t)] = 1 + 2(jω) + 3(jω)2 = 1 + 2jω − 3ω2

6.2.4 利用 Fourier变换求反常积分

利用能量积分 ∫ +∞

−∞
[f(t)]2dt =

1

2π

∫ +∞

−∞
|F (ω)|2 dω

可以很方便地计算被积函数形如 [f(t)]2的积分。

例题 6.6求反常积分
I =

∫ +∞

−∞

1

(1 + x2)2
dx

解注意到

F−1

ï
1

1 + t2

ò
=

1

2
e−|t|
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6.2 考点解析

由能量积分，得

I = 2π

∫ +∞

−∞

Å
1

2
e−|t|
ã2

dt = π · 2
∫ +∞

0

e−2tdt =
π

2

6.2.5 求函数的卷积

根据卷积的定义

f1(t) ∗ f2(t) =
∫ +∞

−∞
f1(τ)f2(t− τ)dτ

计算卷积，这种题目中 f1(t), f2(t)往往是分段函数。

例题 6.7求函数
f(t) = etu(t), g(t) =

ß
t, t ≥ 00, t < 0

的卷积

解

f(t) ∗ g(t) =
∫ +∞

−∞
f(τ)g(t− τ)dτ

=

∫ t

0

e−τ (t− τ)dτ

=

0, t < 0

t+ e−t − 1, t ≥ 0

6.2.6 利用卷积定理求 Fourier变换

例题 6.8求函数
f(t) = sinω0t · u(t)

的 Fourier变换

解设

f1(t) = sinω0t, f2(t) = u(t)

则

F1(ω) = πj[δ(ω + ω0)− δ(ω − ω0)], F2(ω) = πδ(ω) +
1

jω
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第 6章练习

由卷积定理，有

F (ω) =
1

2π
F1(ω) ∗ F2(ω)

=

∫ +∞

−∞
πj[δ(τ + ω0)− δ(τ − ω0)]

ï
πδ(ω − τ) +

1

j(ω − τ)

ò
dω

=
ω0

ω2 − ω2
0

+
π

2j
[δ(ω − ω0)− δ(ω + ω0)]

K第 6章练习k

1. 设 δ(t)是单位冲激函数，求 F [δ(3t+ 3)]

2. 求函数

f(t) =

e−t sin 2t, t ≥ 0

0, t < 0

的 Fourier变换。

3. 设 F [f(t)] = F (ω)，求 F [f(1− 2t)]

解

1. 已知 F [δ(t)] = 1，由 Fourier变换的伸缩和位移性质知

F [δ(3t+ 3)] = F [δ(3(t+ 1))] = ejωF [δ(3t)] =
1

3
ejω

2.

F [f(t)] =

∫ +∞

0

e−t sin 2t · e−jωtdt

=

∫ +∞

0

e−t e
2jt − e−2jt

2j
e−jωtdt

=
1

2j

∫ +∞

0

e−t+2jt−jωtdt− 1

2j

∫ +∞

0

e−t−2jt−jωtdt

=
1

2j

Å
1

1− 2j + jω
− 1

1 + 2j + jω

ã
=

1

2j
· 4j

(1 + jω)2 + 4

=
2

(1 + jω)2 + 4

3. 由伸缩性质，知

F [f(−2t)] =
1

2
F
(
−ω
2

)
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第 6章练习

由位移性质，知

F [f(1− 2t)] = ejωF [f(−2t)] =
1

2
ejωF

(
−ω
2

)
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第 7章 Laplace变换

7.1 主要内容

为叙述方便，约定在本章中出现的函数 f(t)都是 f(t)u(t)，即约定 f(t) = 0(t < 0)

7.1.1 Laplace变换的定义

定义 7.1 (Laplace变换)

♣

称函数

F (s) =

∫ +∞

0

f(t)e−stdt

为函数 f(t)的 Laplace变换，记作 L[f(t)]，其中 s是一个复参量。

定理 7.1 (Laplace变换存在定理)

♥

如果函数 f(t)满足如下条件：

1. 在 t ≥ 0的任一有限区间内连续或分段连续;

2. 当 t → +∞时，f(t)的增长速度不超过某一指数函数，即存在常数M ≥ 0, c ≥ 0，

使得

|f(t)|Mect, 0 ≤ t < +∞

则 f(t)的 Laplace变换

F (s) =

∫ +∞

0

f(t)e−stdt

在半平面 Re(s) > c上一定存在，且 F (s)为解析函数

7.1.2 常用函数的 Laplace变换

1.

L[1] = 1

s

2.

L[tm] = Γ(m+ 1)

sm+1



7.1 主要内容

3.

L[eat] = 1

s− a

4.

L[sin at] = a

s2 + a2

5.

L[cos at] = s

s2 + a2

6.

L[sinh at] = a

s2 − a2

7.

L[cosh at] = s

s2 − a2

7.1.3 Laplace变换的性质

Laplace变换具有如下性质（设 F (s) = L[f(t)]：

1. 线性性质：

L[αf1(t) + βF2(t)] = αL[f1(t)] + βL[f2(t)]

2. 时域微分：

L[f ′(t)] = sF (s)− f(0)

一般地，有

L[f (n)(t)] = snF (s)− sn−1f(0)− sn−2f ′(0)− · · · − f (n−1)(0)

3. s域微分：

L[tnf(t)] = (−1)nF (n)(s)

4. 时域积分：

L
ï∫ t

0

f(t)dt
ò
=

1

s
F (s)

5. s域积分： ∫ +∞

0

f(t)

t
dt =

∫ +∞

0

F (s)ds

该性质在计算形如 ∫ +∞

0

f(t)

t
dt
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7.1 主要内容

的积分时非常有用。

6. 位移性质：

L[eatf(t)] = F (s− a)

7. 延迟性质：

L[f(t− τ)] = e−sτF (s)

8. 初值定理：如果 lim
s→∞

sF (s)存在，则

f(0) = lim
s→∞

sF (s)

9. 终值定理：如果 sF (s)的所有奇点都在复平面的左侧，则

f(+∞) = lim
s→0

sF (s)

证明如下：

1. 由积分的线性性质即得。

2.

L[f ′(t)] =

∫ +∞

0

f ′(t)e−stdt

= f(t)e−st
∣∣+∞
0

+ s

∫ +∞

0

f(t)e−stdt

= sF (s)− f(0)

3.

(−1)nF (n)(s) =

Å∫ +∞

0

f(t)e−stdt
ã(n)

= (−1)n
∫ +∞

0

f(t)
∂n

∂sn
e−stdt

= (−1)n · (−1)n
∫ +∞

0

tnf(t)e−stdt

= L[tnf(t)]

4. 由时域微分性质即得。

5. ∫ +∞

0

F (s)ds =
∫ +∞

0

ï∫ +∞

0

f(t)e−stdt
ò

ds
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7.1 主要内容

交换积分次序，得 ∫ +∞

0

F (s)ds =
∫ +∞

0

ï∫ +∞

0

f(t)e−stds
ò

dt

=

∫ +∞

0

Ç
1

−t
f(t)e−st

∣∣∣∣+∞

0

å
dt

=

∫ +∞

0

f(t)

t
dt

6.

L[eatf(t)] =
∫ +∞

0

f(t)e−(s−a)tdt

= F (s− a)

7.

L[f(t− τ)] =

∫ +∞

0

f(t− τ)e−stdt

= e−sτ

∫ +∞

0

f(t− τ)e−s(t−τ)d(t− τ)

= e−stF (s)

8. 由时域微分性质，得 ∫ +∞

0

f ′(t)e−stdt = sF (s)− f(0)

两边取极限，得

lim
Re(s)→+∞

∫ +∞

0

f ′(t)e−stdt = lim
Re(s)→+∞

sF (s)− f(0)

等式左边显然为 0，因此

lim
Re(s)→+∞

sF (s) = f(0)

由 lim
s→∞

sF (s)存在知

lim
s→∞

sF (s) = lim
Re(s)→+∞

sF (s) = f(0)

9. 终值定理的证明方法与初值定理类似。

7.1.4 Laplace变换下的卷积

在 Laplace变换意义下，卷积的定义变为

f1(t) ∗ f2(t) =
∫ t

0

f1(τ)f2(t− τ)dτ
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7.1 主要内容

定理 7.2 (Laplace变换下的卷积定理)

♥

设 L[f1(t)] = F1(s),L[f2(t)] = F2(s)，则

L[f1(t) ∗ f2(t)] = F1(s) · F2(s)

证明

L[f1(t) ∗ f2(t)] =
∫ +∞

0

[f1(t) ∗ f2(t)]e−stdt

=

∫ +∞

0

ï∫ t

0

f1(τ)f2(t− τ)dτ
ò
e−stdt

=

∫ +∞

0

f1(τ)

ï∫ +∞

τ

f2(t− τ)e−stdt
ò

dτ

令 t− τ = u，则 ∫ +∞

τ

f2(t− τ)e−stdτ =

∫ +∞

0

f2(u)e
−s(u+τ)du = e−sτF2(s)

所以

L[f1(t) ∗ f2(t)] =
∫ +∞

0

f1(τ)e
−sτF2(s)dτ

= F2(s)

∫ +∞

0

f1(τ)e
−sτdτ

= F1(s) · F2(s)

该定理表明两个函数卷积的 Laplace变换等于它们 Laplace变换的乘积。

7.1.5 Laplace逆变换及其计算方法

定理 7.3 (Laplace反演积分公式)

♥
f(t) =

1

2πj

∫ β+j∞

β−j∞
F (s)estds

证明 我们知道 f(t)的 Laplace变换，实际上就是 f(t)u(t)e−βt的 Fourier变换，因此，由 Fourier

积分公式，在 f(t)的连续点处有

f(t)u(t)e−βt =
1

2π

∫ +∞

−∞

ï∫ +∞

−∞
f(τ)uτe−βτe−jωτdτ

ò
ejωtdω

=
1

2π

∫ +∞

−∞
ejωtdω

ï∫ +∞

0

f(τ)e−(β+jω)τdτ
ò

=
1

2π

∫ +∞

−∞
F (β + jω)ejωtdω
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7.2 考点解析

两边同时乘以 eβt

f(t) =
1

2π

∫ +∞

−∞
F (β + jω)eβ+jωdω

令 β + jω = s，有

f(t) =
1

2πj

∫ β+j∞

β−j∞
F (s)estds

Laplace反演积分公式实际上是一个复变函数的积分，计算起来比较困难。但是当它满足

一定条件时，可以用留数的方法计算它。

定理 7.4 (留数法计算反演积分)

♥

若 s1, s2, · · · , sn 是函数 F (s) 的所有奇点，它们都在左半平面 Re(s) < β 内，并且当

s→ ∞时，F (s) → 0，则有

1

2πj

∫ β+jω

β−jω
F (s)estds =

n∑
k=1

Res[F (s)est, sk]

根据留数的计算方法，如果函数F (s) =
A(s)

B(s)
，设 s1, s2, · · · , sk分别是B(s)的m1,m2, · · · ,mk

级零点，则

f(t) =
k∑

i=1

1

(mi − 1)!
lim
s→si

dmi−1

dsmi−1

ï
(s− si)

m
i

A(s)

B(s)
est
ò

7.2 考点解析

7.2.1 直接计算函数的 Laplace变换

对于简单函数，直接利用 Laplace变换的定义

F (s) =

∫ +∞

0

f(t)e−stdt

进行计算，可以利用欧拉公式

cos x =
ejx + ejx

2
, sin x =

ejx − e−jx

2j
将三角函数化为指数函数，再利用 ∫ +∞

0

e−αtdt =
1

α

快速写出结果。

例题 7.1求函数
f(t) cos kt

的 Laplace变换。
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7.2 考点解析

解

L[cos kt] =
∫ +∞

0

cos kte−stdt

=
1

2

ï∫ +∞

0

e−(s+jk)tdt+
∫ +∞

0

e−(s−jk)tdt
ò

=
1

2

Å
1

s+ jk
+

1

s− jk

ã
=

s

s2 + k2

7.2.2 利用性质计算 Laplace变换

这类题目的象原函数 f(t)通常是多种操作，如缩放（f(t) = g(at)），位移（f(t) = e−αt），

积分（f(t) =

∫ t

0

g(τ)dτ），乘以 t 等的组合，计算时可“抽丝剥茧”，先写出最内层函数的

Laplace变换，再逐层用性质计算。

例题 7.2求函数
f(t) =

∫ t

0

τe−3τ sin 2τdτ

的 Laplace变换。

解由

L[sin 2t] = 2

s2 + 4

由延迟性质，知

L[e−3t sin 2t] =
2

(s+ 3)2 + 4

由微分性质，知

L[te−3t sin 2t] = −
Å

2

(s+ 3)2 + 4

ã′
=

4(s+ 3)

[(s+ 3)2 + 4]2

由积分性质，知

L
ï∫ t

0

τe−3τ sin 2τdτ
ò
=

4(s+ 3)

s[(s+ 3)2 + 4]2

例题 7.3求函数
f(t) =

1− cos t

t

的 Laplace变换，并计算积分

I =

∫ +∞

0

1− cos t

t
e−tdt

解

L[f(t)] =
∫ +∞

0

1− cos t

t
e−stdt
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7.2 考点解析

并将函数

(1− cos t)e−st = g(s, t)

看作一个整体，则取 g(s, t)对 t的 Laplace变换，变换后的参变量记作 u

L[g(s, t)] = 1

u+ s
− (u+ s)

(u+ s)2 + 1

利用公式 ∫ +∞

0

f(t)

t
dt =

∫ +∞

0

F (s)ds

得

F (s) =

∫ +∞

0

1− cos t

t
e−stdt =

∫ +∞

0

Å
1

u+ s
− (u+ s)

(u+ s)2 + 1

ã
du =

1

2
ln

(u+ s)2

(u+ s)2 + 1

∣∣∣∣+∞

0

= −1

2
ln

s2

s2 + 4

而

I = F (1) = −1

2
ln

1

2
= ln

√
2

注分析往年考题可以发现，性质∫ +∞

0

f(t)

t
dt =

∫ +∞

0

F (s)ds

的考察频率非常高，请读者们务必掌握。

7.2.3 利用 Laplace变换求积分

这类题目的被积函数通常具有 ∫ +∞

0

f(t)eαtdt

的形式，计算时可以取 f(t)的 Laplace变换 F (s)，则 F (α)就是所求积分。

值得注意的是，被积函数中含有三角函数的积分也可以通过欧拉公式化为指数式，即∫ +∞

0

f(t) cos ktdt = Re

∫ +∞

0

f(t)ejktdt,
∫ +∞

0

f(t) sin ktdt = Im

∫ +∞

0

f(t)ejktdt

例题 7.4计算
I =

∫ +∞

0

te−t sin 2tdt

解

I = Im

∫ +∞

0

te−te2jtdt = Im

∫ +∞

0

te(−1+2j)tdt

因为

L[t] = 1

s2
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7.2 考点解析

故

I = Im L[t]|s=−1+2j =
4

25

例题 7.5求卷积 tm ∗ tn，其中m和 n都是正整数。

解由卷积定理，有

L[tm ∗ tn] = L[tm] · L[tn] = m!

sm+1
· n!

sn+1
=

m!n!

sm+n+2

注意到
1

sm+n+2
=

(−1)(m+ n+ 1)

(m+ n+ 1)!

dm+n+1

dsm+n+1

Å
1

s

ã
因此

L[tm ∗ tn] = (−1)(m+n+1)m!n!

(m+ n+ 1)!

dm+n+1

dsm+n+1

Å
1

s

ã
由微分性质，有

tm ∗ tn =
m!n!

(m+ n+ 1!)tm+n+1

7.2.4 利用卷积定理求 Laplace逆变换

这类题目的 F (s)通常是两个函数的乘积 F1(s) ·F2(s)的形式，并且这两个函数的 Laplace

逆变换 f1(t), f2(t)容易求得，再根据卷积定理

例题 7.6求逆变换
L−1

ï
1

(s2 + 4s+ 13)2

ò
解注意到

1

(s2 + 4s+ 13)2
=

1

9
· 3

(s+ 2)2 + 32
· 3

(s+ 2)2 + 32

而

L−1

ï
3

(s+ 2)2 + 32

ò
= e−2t sin 3t
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由卷积定理，

L−1

ï
1

(s2 + 4s+ 13)2

ò
=

1

9

[
e−2t sin 3t ∗ e−2t sin 3t

]
=

1

9

∫ t

0

e−2τ sin 3τe−2(t−τ) sin 3(t− τ)dτ

=
1

9
e−2t

∫ t

0

sin 3τ sin 3(t− τ)dτ

=
1

9
e−2t

∫ t

0

1

2
[cos(6τ − 3t)− cos 3t]dτ

=
1

18
e−2t

ï
sin(6τ − 3t)

6
− τ cos 3t

ò∣∣∣∣t
0

=
1

54
e−2t (sin 3t− 3t cos 3t)

例题 7.7证明

L−1

ï
1√

s(s− 1)

ò
=

2√
π
et
∫ √

t

0

e−τ2dτ

解设 F1(s) =
1√
s
, F2(s) =

1

s− 1
注意到

L[tα] = Γ(α + 1)

sα+1

取 α = −1

2
，则

L[t−
1
2 ] =

Γ
(
1
2

)
√
s

因此

L−1

ï
1√
s

ò
=

1

Γ
(
1
2

) 1√
t

下面计算 Γ

Å
1

2

ã
，令

I = Γ

Å
1

2

ã
=

∫ +∞

0

e−t

√
t
dt

设

I(α) =

∫ +∞

0

e−αt

√
t

dt
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则

I ′(α) = −
∫ +∞

0

√
te−αtdt

= −
∫ +∞

0

ue−αu2du2(
√
t = u)

= −2

∫ +∞

0

u2e−αu2du

= −
Å
− u

α
e−αu2

∣∣∣+∞

0
+

∫ +∞

0

1

α
e−αu2du

ã
= − 1

α

∫ +∞

0

e−t2d
Å

t√
α

ã
= −

√
π

2
· α− 3

2

因此

I(α) = −
√
π

2

∫
α− 3

2 dα =
√
πα− 1

2 + C

不难看出，当 α → +∞时，I(α) → 0，从而 C = 0故

Γ

Å
1

2

ã
= I(1) =

√
π

因此

L−1

ï
1√
s

ò
=

1√
πt

另一方面，

L
ï

1

s− 1

ò
= et

因此

L−1

ï
1√

s(s− 1)

ò
=

1√
πt

∗ et =
∫ t

0

1√
πt

et−τdτ =
er√
π

∫ t

0

e−τ

√
τ

dτ =
2√
π
et
∫ √

t

0

e−τ2dτ

注上述过程中涉及到了积分

Γ

Å
1

2

ã
=

∫ +∞

0

e−t

√
t
dt

的计算，它的原函数难以求出，因此我们可以在积分式中插入一个参数 α，使之成为 α的函数

I(α)，而我们要计算的积分 I 实际上是函数 I(α)在某一点 α = α0处的值；再考察 I(α)的导

数，使积分变为相对容易计算的形式，算出 I ′(α)关于 α的表达式，根据特殊点的值确定不定

积分的常数 C，最后再代入 α = α0，算出我们想要的积分。这样的方法称为费曼积分法，它

和 Fourier变换、Laplace变换一样，都是通过某些方式将积分表达式转化为容易计算的形式，

再据此得到原积分，读者可自行尝试用该方法计算∫ +∞

0

sin t

t
dt,

∫ +∞

0

x− 1

ln x
dx

等积分的值。
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7.2.5 利用性质计算 Laplace逆变换

在计算 Laplace变换时，我们通过各种性质对时域函数 f(t)进行变换，化为容易计算的形

式。类似地，在计算 Laplace逆变换时，我们可以利用上述性质中对 s域函数的变换，将 F (s)

化为容易计算的形式。

例题 7.8计算
F (s) =

s+ 1

s2 + s− 6

的 Laplace逆变换。

解

F (s) =
s+ 1

(s+ 3)(s− 2)

设

F (s) =
A

s+ 3
+

B

s− 2

用待定系数法，解得 A =
2

5
, B =

3

5
从而

F (s) =
2
5

s+ 3
+

3
5

s− 2

L−1[F (s)] =
1

5
(3e2t + 2e−3t)

注在上题中，F (s)是有理函数，可以用待定系数法将其拆成多个一次分式之和，再将这些分

式的逆变换结果加起来得到原函数的 Laplace逆变换，这种方法称作部分分式法。我们在学习

高数中的有理函数积分时，就用到过类似的方法。

部分分式法为计算有理函数的 Laplace变换提供了一种通用方法，再用延迟性质，就可以

计算形如 F (s) = A(s)e−αt 的 Laplace逆变换，其中 A(s)是有理函数。因此对于其它形式的

F (s)，我们期望将它化为 F (s) = A(s)e−αt的形式，s域微分性质是达成这一目标的重要途径。

例题 7.9计算
F (s) = ln

s+ 1

s− 1

的 Laplace逆变换。

解设 L−1[F (s)] = f(t)，则由微分性质，有

−F ′(s) = − 1

s+ 1
+

1

s− 1
= L[tf(t)]

从而

tf(t) = et − e−t
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7.2 考点解析

故

f(t) =
et − e−t

t

7.2.6 利用留数计算 Laplace逆变换

利用留数法的公式计算即可。

例题 7.10计算
F (s) =

1

s4 − a4

的 Laplace逆变换。

解

F (s) =
1

(s+ aj)(s− aj)(s+ a)(s− a)

则 s1 = −aj, s2 = aj, s3 = −a, s4 = a是 F (s)的一阶零点，代入留数法计算公式，得

f(t) =
eat

4a3
− e−at

4a3
− 1

2a3
sin at

7.2.7 利用 Laplace变换解微分、积分方程

对微分方程两边取 Laplace变换，利用性质

L[f (n)(t)] = snF (s)− sn−1f(0)− sn−2f ′(0)− · · · − fn−1(0)

可将微分方程化为 s 域上的代数方程，解出未知函数的 Laplace 变换后取逆变换，就可以

求得未知函数。Laplace 变换特别适合求解初值问题，即给定条件形如 y(0) = k1, y
′(0) =

k2, · · · , y(n−1)(0) = kn的问题。

此类题目并无特别的技巧，但代数运算量较大，且为必考题，因此请读者多加练习。

例题 7.11求方程 y′′ − 2y′ + y = 0满足边界条件 y(0) = 0, y(a) = 4的解。

解对方程两边取 Laplace变换，设 L[y(t)] = Y (s)：

s2Y (s)− sy(0)− y′(0)− 2sY (s)− y(0) + Y (s) = 0

(s2 − 2s+ 1)Y (s) = y′(0)

Y (s) =
y′(0)

(s− 1)2

从而

y(t) = L−1

ñ
y′(0)

(s− 1)2

ô
= y′(0)tet
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由 y(a) = y′(0)aea = 4得 y′(0) =
4

aea
，因此

y(t) =
4tet

aea

例题 7.12求解微分方程组 y
′′ − x′′ + x′ − y = et − 2

2y′′ − x′′ − 2y′ + x = −t

满足条件 y(0) = y′(0) = 0

x(0) = x′(0) = 0

解方程两侧作 Laplace变换，得
(s2 − 1)Y (s)− s(s− 1)X(s) =

1

s− 1
− 2

s

2s(s− 1)Y (s)− (s2 − 1)X(s) = − 1

s2

化简得 
X(s) =

1

(s− 1)2
− 1

s2

Y (s) =
1

s(s− 1)2

取逆变换，得 x(t) = t(et − 1)

y(t) = 1 + et(t− 1)

K第 7章练习k

1. 求

F (s) =
1

(s+ 1)4

的 Laplace逆变换 L−1[F (s)]

2. 求

F (s) = ln
s+ 1

s2 + 4

的 Laplace逆变换。

3. 求积分

I =

∫ +∞

0

1− cos 4t

t
e−3tdt
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的值。

4. 求积分

I =

∫ +∞

0

e−t sin2 t

t
dt

5. 求解微分方程的初值问题：

x′′ − x′ − 2x = et + 1, x(0) = x′(0) = 0

6. 解方程

y′(t) + 4

∫ t

0

y(t− τ)dτ = u(t− 2), y(0) = 3

7. 解常微分方程组x
′′(t) + y′′ + x(t) + y(t) = 0, x(0) = y(0) = 0

2x′′(t)− y′′(t)− x(t) + y(t) = sin t, x′(0) = y′(0) = −1

8. 求解常微分方程

y′′′ − 3y′′ + 3y′ − y = −1, y′′(0) = y′(0) = 1, y(0) = 2

解

1. 已知 L[1] = 1

s
，由 Laplace变换的时域积分性质知

L[t] = L
ï∫ t

0

dt
ò
=

1

s
L[1] = 1

s2

L
ï
1

2
t2
ò
= L
ï∫ t

0

tdt
ò
=

1

s
L[t] = 1

s3

L
ï
1

6
t3
ò
= L
ï∫ t

0

1

2
t2dt
ò
=

1

s
L
ï
1

2
t2
ò
=

1

s4

由 Laplace变换的位移性质，知

L
ï
1

6
t3e−t

ò
=

1

(s+ 1)4

故

L−1

ï
1

(s+ 1)4

ò
=

1

6
t3e−t

2. 由 Laplace变换的 s域微分性质，知

L−1[F (s)] = −1

t
L−1[F ′(s)]

= −1

t
L−1

ï
1

s+ 1
− 2s

s2 + 4

ò
= −1

t

(
e−t − 2 cos 2t

)
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3.

F (s) = L[(1− cos 4t)e−3t] = − s+ 3

(s+ 3)2 + 16
+

1

s+ 3

由 Laplace变换的 s域积分性质，知

I =

∫ +∞

0

F (s)ds = ln
s+ 3√

(s+ 3)2 + 16

∣∣∣∣∣
+∞

0

= ln
5

3

4.

L[e−t sin2 t] = L
ï
e−t

Å
−1

2
cos 2t+

1

2

ãò
=

1

2

Å
− s+ 1

(s+ 1)2 + 4
+

1

s+ 1

ã
由 Laplace变换的 s域积分性质，知

I =
1

2

∫ +∞

0

Å
− s+ 1

(s+ 1)2 + 4
+

1

(s+ 1)

ã
ds =

1

2
ln

s+ 1√
(s+ 1)2 + 4

∣∣∣∣∣
+∞

0

=
1

4
ln 5

5. 对方程两边取 Laplace变换，设 L[x(t)] = X(s)，得

s2X(s)− sX(s)− 2X(s) =
1

s− 1
+

1

s

解得

X(s) =
2s− 1

s(s− 1)(s+ 1)(s− 2)

X(s)有奇点 s = 0, s = 1, s = −1, s = 2，利用留数法，有

L−1[X(s)] = lim
s→0

sX(s)est + lim
s→1

(s− 1)X(s)est + lim
s→−1

(s+ 1)X(s)est + lim
s→2

(s+ 2)X(s)est

= −1

2
− 1

2
et +

1

2
e−t +

1

2
e2t

故

x(t) =
1

2

(
e2t + e−t − et − 1

)
6. 方程两边取 Laplace变换，设 L[y(t)] = Y (s)

sY (s)− 3 +
1

s
Y (s) =

e−2s

s

解得

Y (s) =
e−2s

s2 + 4
+

3s

s2 + 4

故

y(t) = L−1[Y (s)] =
1

2
sin(2(t− 2))u(t− 2) + 3 cos 2t

7. 取 Laplace变换，设 L[x(t)] = X(s),L[y(t)] = Y (s)
s2X(s) + 1 + s2Y (s) + 1 +X(s) + Y (s) = 0

2s2X(s) + 2 = s2Y (s)− 1−X(s)− Y (s) =
1

s2 + 1
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解得

X(s) = Y (s) = − 1

s2 + 1

故

x(t) = y(t) = − sin t

8. 方程两边取 Laplace逆变换，设 L[y(t)] = Y (s)

(s3 − 3s2 + 3s− 1)Y (s)− 2s2 + 5s− 4 = −1

s

解得

Y (s) =
2s3 − 5s2 + 4s− 1

s(s− 1)3

Y (s)有一阶零点 s = 0，三阶零点 s = 1，代入留数法求逆变换公式：

y(t) = lim
s→0

sY (s)est + lim
s→1

1

(3− 1)!

d3−1

ds3−1

[
(s− 1)3Y (s)est

]
= et + 1
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